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摘要

摘要

玻色-爱因斯坦凝聚态是量子气体领域一个奇特的物态。1995年，人们第一次在实

验中成功制造出玻色-爱因斯坦凝聚体，由于其实验具有高度可控的特性，从此大量与

之有关的理论和实验研究相继展开。本论文着重讨论超冷玻色原子的动力学性质，主

要研究内容分为两个方向：一个是玻色-爱因斯坦凝聚体的宏观量子隧穿，另一个是发

生部分对称性破缺的环形晶格中超冷玻色子的动力学。

量子隧穿是量子力学中一个非常重要的现象。目前对量子隧穿的研究已经涵盖了

物理、化学和生物等领域。宏观量子隧穿是不同于单体或少体隧穿的一种现象。尽管

目前对宏观这个概念尚无严格的定义，但人们对宏观概念的理解通常涉及以下几个方

面：较长的长度、大量粒子、质量较大的物体和更多的自由度等。最近有一个实验将

数以万计的铷原子束缚在单阱中，通过观察其宏观量子隧穿现象，发现其粒子数呈现

非指数衰减趋势。本论文采用修正后的 Jeffreys-Wentzel-Kramers-Brillouin (JWKB)近似

证实了上述实验中的非指数衰减是受凝聚体中原子间相互作用的影响。在修正 JWKB

近似的过程中，本文将平均场效应引入模型中的势阱项，从而将势阱写为一个含时

的等效势。同时，本文将等效 JWKB 模型的结果与实验结果以及实验者提供的三维

Gross-Pitaevskii数值模拟的结果进行比对。

本文研究第二个系统时采用玻色-哈伯德模型。玻色-哈伯德模型是描述晶格中有

相互作用但无自旋的玻色子系统的一个二次量子化模型。利用量子淬火技术，本文可

以在环形光晶格中制造出某一种形式的部分对称性破缺机制。经历过淬火过程后，原

来的均匀晶格转变成双重周期晶格。这一转变导致势阱内的凝聚体经历了一段长时间

的非平衡动力学演化过程，最终产生了一类临界现象。本文将定义对称性能量差和对

称性记忆等量子观测量。利用这些观测量，本文可以确定对称性破缺强度的临界点。

当对称性破缺强度超过临界点时，系统开始失去对其初态对称性的记忆。本文还包含

简并微扰论和平均场理论分析，并将其结果与数值模拟结果进行对比。在此需要澄清

一点，那就是分数或整数填充的Mott绝缘体与超流之间的相变是与系统基态相关的现

象。而与之不同的是，本文中的部分对称性破缺现象则是与激发态有关。因此它们是

完全不同的现象。进一步地，本文做了有限尺度标度的相关研究，并指出此类临界现

象在较大的系统中同样存在。

关键词：超冷原子气，玻色-爱因斯坦凝聚，宏观量子隧穿，部分对称性破缺
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ABSTRACT

Quantum dynamics of ultracold bosons

Xinxin Zhao (Condensed Matter Physics)

Directed by Prof. Biao Wu, Lincoln D. Carr

ABSTRACT

A Bose-Einstein condensate (BEC) is an extraordinary many-body quantum state in the

field of quantum gases, which offers a high degree of controllability. Since the first gaseous

BECs were created in the laboratory in 1995, numerous theoretical and experimental studies

were undertaken. This thesis mainly focuses on the quantum dynamics of ultracold bosons

and explores theoretical modeling of two important experimental case studies: macroscopic

quantum tunneling escape of BECs and quantum dynamics of partial symmetry breaking for

ultracold bosons in an optical lattice ring trap.

Quantum tunneling is one of the most significant effects discovered in quantum mechan-

ics, and is now applied in physical, chemical and biological systems. Macroscopic quantum

tunneling, distinct from single or few-body tunneling, explores the question of quantum macro-

scopicity. Although there is no single accepted definition of macroscopicity, the concept can

be connected to notions such as large length scales, many particles, massive objects, more

degrees of freedom, and quantum complexity. A recent experiment on macroscopic quantum

tunneling of tens of hundreds to thousands 87Rb atoms trapped in a single well demonstrated

a nonexponential decay of the number of atoms. In this thesis, we demonstrate via a modi-

fied Jeffreys-Wentzel-Kramers-Brillouin (JWKB) approximation that the nonexponential decay

stems from the interatomic interactions. The effective time-dependent potential therein is in-

duced by a mean-field effect. Three-dimensional Gross-Pitaevskii simulations are shown for

comparison with the experiment and our effective JWKB model.

The second system is a Bose-Hubbard model, which is a second quantized description

of interacting spinless bosons on a lattice. Via a rapid quantum quench, we generate a

certain pattern of partial rotational symmetry breaking on an optical ring lattice. During the

quench process, the uniform lattice is transformed to a biperiodic one. Eventually, the trapped

bosons experience long-time nonequilibrium quantum dynamics resulting in a new critical

phenomenon. Using newly defined quantum measures, the symmetry energy difference and

III



北京大学博士研究生学位论文

the symmetry memory, we are able to identify the critical symmetry breaking strength, beyond

which the system begins to forget its initial symmetry properties. Degenerate perturbation

and mean-field analyses are included together with numerical simulations. To clarify, both the

fractional- and unit-filling Mott insulator to superfluid transition are related to ground states.

In contrast, our partial symmetry breaking phenomena is based on excited states, primarily

in the lowest rotational band of excitations. Therefore, our dynamics is not driven by Mott

gaps but rather symmetry properties in low-lying excited states. We further supply a finite size

scaling study to indicate the existence of similar critical phenomena in larger systems.

KEYWORDS: ultracold atomic gas, Bose-Einstein condensation, macroscopic quantum tun-

neling, partial symmetry breaking
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第一章 量子隧穿

第一章 量子隧穿

量子隧穿是量子力学的一个标志现象，是描述微观粒子能够穿越经典力学下不允

许穿越的势垒的行为。在经典力学中，当粒子的总能量低于势垒能量时，粒子不能够

穿越该势垒，但是在量子力学中粒子却可以发生隧穿。

量子隧穿最早是在 1927由 Friederich Hund在研究双阱模型的基态时提出[1]。随后

伽莫夫在 1928年发表的论文中用量子隧穿解释 α衰变[2]。如今量子隧穿得到了广泛的

研究和应用，包含物理、化学和生物等领域，从原子核物理学中的双质子衰变和双重 β

衰变到跨学科应用于酶[3] 的研究中，从量子宇宙学和星体核聚变[4] 到分子光谱中手性

异构体的转变[5,6]。随着电子器件进入纳米尺度，量子隧穿在纳电子学中的作用越来越

显著，比如隧道二极管等[7]。最近，约瑟夫森结这类基于量子隧穿的宏观量子器件中，

对电压的测量也达到了极高的精确度[8]。本文将在第三章中研究一个单阱宏观量子隧

穿实验。在此之前，本章首先介绍量子隧穿的基本知识，包括一维势垒贯穿、JWKB近

似、量子隧穿的分类和宏观量子隧穿的概念。

1.1 一维势垒贯穿

本节讨论一个简单的量子隧穿模型——一维势垒贯穿。与一维无限深方势阱中体

系为分立的束缚态不同的是，势垒贯穿问题中由于势垒在无限远处为有限值，因此波

函数在无穷远处不为零，体系能量组成连续谱。考虑一维空间运动的粒子贯穿方形势

垒，其势能只在某一区域内（0 < x < a）为有限值U0（U0 > 0），在其他区域及无穷远

处为零

U(x) =
{

U0 > 0, 0 < x < a,

0, x < 0, x > a,
(1.1)

具有能量 E 的粒子，由势垒的一侧（x < 0）向另一侧运动。在经典力学中，只有当粒

子能量 E > U0 时，粒子才能越过势垒到达另一侧，如果 E < U0 则粒子在碰到势垒后

将被弹回，不能穿过势垒。而在量子学中，当粒子能量 E < U0时，粒子也有一定概率

穿过势垒。下面本文根据薛定谔方程来做一个简单计算，首先列出该系统定态薛定谔

方程

1
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d2ψ

dx2 +
2µ
ℏ2

Eψ = 0, (x < 0, x > a)
d2ψ

dx2 +
2µ
ℏ2
(E − U0)ψ = 0, (0 < x < a)

(1.2)

当 E > U0时，解得波函数为

ψ1 = Aeik1x + A′e−ik1x, (x < 0)
ψ2 = Beik2x + B′e−ik2x, (0 < x < a)

ψ3 = Ceik1x, (x > a)
(1.3)

其中 k1 =
(

2µE
ℏ2

) 1
2
，k2 =

[
2µ(E−U0)
ℏ2

] 1
2
，且 k1和 k2都是正实数。Aeik1x 代表入射波，Ceit1x

代表投射波，A′e−ik1x 代表反射波，由波函数及其微商在 x = 0和 x = a处的连续条件

可以得到参数 C、A与 A′的关系为

C = 4k1k2e
−u1a

(k1+k2)2e−u2a−(k1−k2)2ex2a
A

A′ =
2i(k2

1−k
2
2) sin ak2

(k1−k2)2e4k2a−(k1+k2)2e−ik2a
A

(1.4)

因此透射系数为

D =
|C |2
|A|2 =

4k2
1 k2

2(
k2

1 − k2
2
)2 sin2 ak2 + 4k2

1 k2
2

(1.5)

反射系数为

R =
|A′ |2

|A|2 =
(
k2

1 − k2
2
)2 sin2 k2a(

k2
1 − k2

2
)2 sin2 k2a + 4k2

1 k2
2

= 1 − D (1.6)

这反映了当粒子碰到势垒后一部分粒子穿透势垒到达另一侧，而剩下的粒子则被反弹

回去。

再看 E < U0的情况，此时 k2是虚数，令 k2 = ik3，经过同样的计算过程得透射系

数为

D =
4k2

1 k2
3(

k2
1 + k2

3
)2 sh2 k3a + 4k2

1 k2
3

(1.7)

其中 sh为双曲正弦函数。可以看出，此时粒子仍有一定概率可穿透势垒。

当粒子能量 E 很小，以致 k3a ≫ 1，则 ek3a ≫ e−k3a，sh2 k3a ≈ 1
4 e2k3a。考虑到 k1

和 k3数量级相同，则透射系数公式可近似写为

2
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D = D0e−
2
π

√
2µ(U0−E)a (1.8)

其中 D0是常数，其数量级接近 1。由上式可以看出，透射系数随着势垒宽度或高度的

增加迅速减小，因此在宏观尺度下很难观察到隧穿效应。

1.2 JWKB近似

JWKB 是以其提出者 Jeffreys、Wentzel、Kramers 和 Brillouin 命名，也可以称为

WKBJ 近似，但更常见的名字为 WKB 近似。1923 年数学家 Harold Jeffreys 提出了一

种求解二阶线性微分方程的近似方法[9]，随后到了 1926 年，薛定谔方程提出后，这

一方法便被 Wentzel[10]、Kramers[11] 和 Brillouin[12] 三位物理学家应用于求解薛定谔方

程。JWKB是一个半经典近似方法，主要思路是既然薛定谔方程可以在常数势阱时被

轻易求解，那么也可以在势阱缓慢变化时采用近似方法求解。现在考虑粒子在一维势

场 V(x)中的薛定谔方程 [
− ℏ

2

2m
d2

dx2 + V(x)
]
ψ(x) = Eψ(x) (1.9)

假设波函数为

ψ(x) = exp
(

i
ℏ
σ(x)

)
(1.10)

其中 σ(x)通常是一个复函数。将波函数带入薛定谔方程中得到 σ(x)满足的方程

0 = (σ′)2 − iℏσ′′ + 2m[V(x) − E] (1.11)

目前本节的推导还没有做任何近似，数学上公式1.11中与前述薛定谔方程等同。当

ℏ→ 0时，量子力学蜕化为经典力学，这就是经典极限。此时，上式为 (σ′)2 = 2m[E−V(x)]，
形式上与经典力学中的 Jacobi-Hamilton 方程相同。WKB 就是利用经典极限做近似求

解薛定谔方程，因此也叫做半经典近似。其主要思想是将 ℏ看作一个极小的量，然后

将 σ(x)按 ℏ做幂级数展开

σ(x) = σ0(x) + (−iℏ)σ1(x) + (−iℏ)2σ2(x) + · · · (1.12)

将上式代入公式1.11中，并比较 ℏ 的同幂次项。通常当势阱 V(x) 空间变化较缓慢时，
σ(x)的二阶以及高阶项可以忽略。此时得到 JWKB一阶近似解为

3
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σ(x) ≈ σ0(x) − iℏσ1(x) (1.13)

其中

σ′
0(x) = ±p(x), p(x) ≡

√
2m[E − V(x)] (1.14)

当 E > V 时，这是经典允许的隧穿，p(x) =
√

2m[E − V(x)]为实数，是经典动量。当
E < V 时，是经典禁区，p(x)为纯虚数。一阶 JWKB近似解得波函数为

ψ(x) ≈ A1√
p(x)

exp
[

i
ℏ

∫ x

a

p (x ′) dx ′
]
+

A2√
p(x)

exp
[
− i
ℏ

∫ x

a

p (x ′) dx ′
]

(1.15)

上式中参数 A1、A2和 a的具体数值由边界条件及归一化条件确定。JWKB一阶近似解

成立的条件是要求势场 V(x)变化足够缓慢。数学表述为
��� dλ(x)dx

��� ≪ 1，即粒子的德布罗

意波 λ(x)在空间变化足够缓慢。且需要注意的是，在转折点，即 V(x) = E 附近，p ≈ 0，

一级近似解不适用，需要用其他方法处理。

使用 JWKB近似求解势阱中粒子的准经典束缚态可以得到类似的Bohr-Sommerfeld

量子化条件。而使用 JWKB近似求解粒子势垒隧穿问题中势垒穿透概率为

T ≈
[√

q (x1)
q (x2)

exp
(
−1
ℏ

∫ x2

x1

q(x)dx
)]2

(1.16)

其中 p(x) =
√

2m(E − V) = iq(x)，x1 和 x2 依次为沿隧穿方向的两个转折点。第三章中

本文将要用 JWKB近似解释一个特定的宏观势垒隧穿实验。

1.3 量子隧穿概述与分类

有许多因素能影响量子隧穿，从而使隧穿行为产生不同的结果。本节将按照下面

四类概述。要说明的是，对量子隧穿的影响因素有很多，包含但不限于本节所列出的四

个类别。本节将首先讨论参与隧穿的粒子的统计性质对隧穿的影响，比如研究的对象

究竟是玻色子、费米子还是任意子[13,14]，以及系统是少体隧穿还是多体隧穿等。第二个

要讨论的因素是粒子之间的相互作用，相互作用从无到有[15–19]，其强度从弱至强[20–22]，

以及是吸引还是排斥相互作用[23,24] 等，这些细节都会抑制或是增强隧穿效应，甚至有

些还会改变势垒的构型[25]。第三个要讨论的因素是势阱、晶格的形状或系统的其他几

何性质，比如自旋链和无序系统中的隧穿问题[26,27]。最后一个要讨论的因素是系统的
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维度，由于系统维度带来的额外自由度可能在隧穿动力学中引入混沌[28,29]。

若将以上因素和宏观的概念综合起来，便可以描绘出不同类型的宏观量子隧穿

（MQT）。宏观（macroscopicity），这一概念最直观的理解就是和“大”物体相关。事实

上，MQT中的宏观比这个简单的第一印象要更丰富。接下来本节将详细列出上面提到

的部分可能性，作为未来研究的参考。这其中提到的不少方面尚需实验和理论工作来

完善。

1.3.1 宏观、统计性质和准粒子

宏观（macroscopicity）是 MQT 概念中最突出的一点。但是目前并没有一个明确

的定义或是临界点来判定系统或现象是否是宏观的，但至少应该从以下四个方面来理

解它。首先，本文指的宏观现象是区别于相空间中的半经典现象的，但是这些宏观现

象又不能完全用经典力学描述。然而，有时对半经典极限做一些延伸也是可以适用的。

比如，对双模近似下有驱动的双阱玻色-爱因斯坦凝聚体的像空间类似物的研究指出这

类现象可以映射到两个摆式转子宏观叠加态上[30]。第二，宏观概念对应的是大量粒子，

有许多可激活的自由度，并且可能导致某些涌现行为。举个例子，环形晶格中的超冷玻

色子系统在弱相互作用半经典极限下是暗孤子，在强相互作用极限下是转晕态（yrast

state），这个过程中相位的连贯性被打破，相位的突然跳转导致了系统的状态出现连续

的缠绕（winding）和退绕（unwinding）[31–33]。第三，宏观概念也和大质量物体相关，可

能需要在量子力学加入引力项，采用量子引力理论来解释。目前理论研究上已经有人

在薛定谔方程中加入万有引力项，构造薛定谔-牛顿方程[34–36]。第四，宏观可能会放大

系统的复杂性，这一点也逐渐得到了广泛关注。比如，最近对基于量子交互信息的复

杂网络系统有研究主要考察了横场 Ising模型和玻色-哈伯德模型的临界点[37]。

隧穿的概念和运输关系密切。不严格地说，运输是在势垒之上越过，而隧穿则是

在势垒之中穿过。因此，参与隧穿的可以是质量，也可以是电荷、自旋等。量子隧穿

的概念远远不止是通常理解的粒子的隧穿，比如可以是磁化在铁磁薄膜中的隧穿，或

者是在自旋为 1的 BEC中隧穿，或是横向自旋波中隧穿[38,39]。本文还可以研究在分子

态之间的隧穿，比如氨和其他锥形分子[6,40,41]，再比如约瑟夫森结就是此类隧穿最简单

的模型[42]。

接下来讨论粒子隧穿问题中粒子的统计性质，分为以下几种情况。粒子是玻色子

还是费米子，在低维下还可以是任意子；隧穿粒子只有一种组分还是由多种组分组成

的混合物；隧穿粒子是否可以用涌现的准粒子比如涡旋、孤子和斯格明子（skyrmion）

来描述。上述情况大部分都可能在超冷量子气系统中出现。目前，对少体系统的相关

研究已经有一些结论，其中最多的是针对玻色子和费米子系统的研究。如图1.1(b) 所

5



北京大学博士研究生学位论文

VEff(x)

V(x)

x

B
ar

rie
rV

(x
)

time

Bose Tonks gas

Fermi Tonks gas

lo
g

e
(N

)

saddle

saddle

peak
bottom

(a)

(b)

(c)

图 1.1 多体隧穿中可能出现的现象示意图。(a) 原子间相互作用重塑了原始的方形势垒（虚线）。
(b) Tonks-Girardeau气体中粒子的统计性质，即费米子（红色曲线）与玻色子（蓝色曲线）对单粒子
隧穿的指数衰减曲线出现不同情况的短时偏移。(c)原子在束缚势阱内的轨道可能会变为混沌，该
势阱采用本文第三章研究的实验势阱。尽管可能存在这些难题，本文后续提出的等效一维模型仍
然适用。
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示，由于两者基态的不同，玻色和费米 Tonks-Girardeau气体在短时内对指数衰减显示

出不同类型的偏离[14]。在少体费米子隧穿问题中还需要考虑到成对机制，这是区别于

玻色体系的一个重要特征[13]。另外相互作用对这两个系统的影响也不同，本文会在下

一节中详细讨论这一点。在超冷单原子隧穿系统中，非指数衰减可能在某些参数区域

出现[43]。

另外，BEC混合物或者是多组分 BEC的隧穿同样也为 MQT提供了更多可能性。

混合物这个概念可以按以下几种情况来理解：多种不同种类的原子；同种原子但具有

不同内部原子态，比如处于不同超精细态的 87Rb 原子，再比如两个弱连接超流的隧

穿[44]；或者是采用了势阱的不同外部态，比如不同量子涡旋的隧穿[45]。通常，混合物

参与的隧穿要比单物质的隧穿包含更多的信息，以及相干或退相干等性质。

理解隧穿物的类型是区分隧穿问题属于哪种类型的重要一步，后续的计算也会因

此而简化。比如，如果准粒子的概念可以成立的话，或是可以将多体系统看作是单粒

子系统都可以大大简化计算。另外，准粒子的概念也会引入新的现象。比如，非平衡

准粒子在约瑟夫森结中的隧穿会导致退相干和超导量子比特的能量衰减，甚至产生谐

振腔[46,47]。然而，在强相互作用系统中通常并不会出现准粒子表述，本文将在下一节

中阐述。

1.3.2 相互作用

原子间的相互作用也是研究量子隧穿问题时需要着重考虑的一点。一个著名的例

子就是约瑟夫森结的动力学机制[16–19]，它是发生在弱耦合的宏观量子态之间。比如，

对于弱相互作用，隧穿主导现象有 AC和 DC约瑟夫森效应[18,48]。其中，当相互作用的

强度达到某一临界值时，隧穿粒子会发生自陷（self-trap）[18]，也就是说隧穿行为被抑

制，粒子主要局域在某一个势阱内。类似的效应也存在于激子和极化凝聚体中[19]。然

而，若强相互作用的系统内出现偏差（bias）也可能将隧穿时间减少数十至数百个数量

级[49,50]。

原子之间的排斥和吸引相互作用会对隧穿产生不同的影响。目前对少体系统的研

究再次为多体系统提供了一些线索。排斥相互作用系统中两个可分辨的费米子会在隧

穿过程中出现费米化[51]，然而在强吸引相互作用系统中则会出现成对现象[13,51,52]。随

着粒子间相互作用由强吸引变为强排斥，隧穿率也呈现出大范围内数量级的变化[51,52]。

相互作用的强度决定了描述隧穿的理论模型。比如，玻色子在弱相互作用下通常

可以由平均场理论描述[20,21,23]。如图1.1(a)中蓝色虚线所示，弱排斥相互作用产生一个

等效势，这个等效势随着波函数的变化而改变，从而导致粒子数非指数衰减。这也是

本文第三章研究的内容。
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相互作用的增强可能会导致关联、涨落和纠缠等[53]，这些现象的存在都会导致平

均场理论失效。在此，本文列出 MQT中可能存在的一些现象。首先，BEC可能出现

破碎（fragmentation）或是耗尽（depletion）。破碎是系统在单粒子密度矩阵的多个模

中都存在宏观占据的现象。当相互作用增强，系统能量超过一定阈值时，破碎就会出

现[22]。初始处于相干态的束缚超冷玻色气体隧穿至开放空间的过程中，在经历一段的

演化时间后会产生破碎[24,54]。由于相位的概念是建立在单一的宏观占据模式上，这些

破碎的组分不再是相位相干。因此半经典理论越来越不适用，隧穿和其最初的概念表

现得非常不同。尽管如此，本文仍然隧穿概念表示粒子能量低于势垒能量时穿越势垒

的行为。除了破碎，凝聚体还会发生耗尽。耗尽是指在大多数模式上不再存在宏观占

据[24]。其次，相互作用可能增强或是削弱隧穿率。比如，准束缚多体态的隧穿率会被

排斥（吸引）相互作用加速（减速）[24]。再次，涨落效应也会影响隧穿率。比如，约瑟

夫森结内 Josephson-Leggett模式中的量子涨落能够极大地增强 MQT的逃逸速率[55,56]。

最后，耗散（dissipation）也可能改变隧穿行为。在 Josephson-Leggett模式中，量子耗

散可以抑制MQT[56]。

强相互作用下由于一维玻色-费米对偶表示，一维玻色子将展现出和无相互作用费

米子类似的输运特征[57]。一个著名的例子就是 Tonks-Girardeau气体，这是一个强相互

作用系统，其中玻色原子的表现类似费米子[58]。有研究表明玻色 Tonks-Girardeau气体

在短时间内会出现非指数衰减，展现出少体衰减的特征。相应地，费米 Tonks-Girardeau

气体则出现玻色化，其衰减趋势在长时间内偏离指数衰减[14]。做为强相互作用的一

个极端例子，可以考虑单一费米气及其在弱卷曲引力表象中的全息对偶（holographic

dual）[59]。目前，单一费米气的宏观量子隧穿仍然是应用全息技术的研究中一个尚待开

发的领域[60]。

1.3.3 束缚势阱

势阱规定了隧穿的环境，并对隧穿时间有着重要的影响。一个贯穿物理、化学等

多个领域的重要例子就是从一个或几个的单势阱中的离散模式隧穿到自由空间的连

续模式中，例如准束缚或是逃逸问题。这也是本文第三章中要研究的情况，本文将会

研究粒子间相互作用对单阱隧穿的影响[61]。对于谐振势阱，在 BECs（Bose-Einstein

condensates）的宏观量子隧穿过程中可以在塌陷临界点观察到幂级数的特征，然而对

于非谐振势阱，并没有这一现象[62]。

双阱隧穿则与单阱隧穿完全不同，比如一个微小的偏差（bias）就能对隧穿产生指

数型抑制。双阱中，两个势阱都包含离散模式，因此隧穿过程描述的是从一个势阱的

离散模式到另一个势阱的离散模式。约瑟夫森效应[16–19,48] 就是双阱模型，符合上述隧
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穿模式。相关方向的研究包括 BECs绝热输运[63]、相互作用参与的 BECs输运[64] 以及

三维极化费米子隧穿[65]。在常见假设下，仅需考虑每个势阱中某几个模式。

除了上述例子之外，还有例如周期势等其他势阱构型，比如光晶格。在静止周期光

晶格势阱中，物质波的在短时间内以二次方扩张[66]。除了考虑势阱构型，构成势阱的

材料也可能会影响隧穿过程。比较柱状硅和气凝胶这两个不同的材料做成的势阱，在

低速下平均场相互作用导致其量子反射呈现不同程度的抑制[67]。除了上述裸势阱，还

存在一些缀饰阱（dressed potential），例如射频缀饰阱[68]。研究表明在射频缀饰阱中，

中性原子之间在同一格点内的相互作用得到了极大的增强，从而影响隧穿[69]。

除静态势阱外，还存在一些动力学势阱。比如，一个受驱动破坏空间-时间对称

性的环形势阱能在系统中引起混沌[70,71]。振动晶格可以使隧穿率减小，甚至在某些参

数条件下可以完全抑制隧穿[66,72–74]，同样的现象也发生在受驱动的双阱系统内[75]。在

具有周期调整幅度的单阱中，与无相互作用的情况相比，相互作用的存在能够抑制隧

穿[76]。还有一些动力学势垒并不是直接由外界驱动形成，而是由其他手段形成。比如

图1.1(a)中所示，粒子之间的相互作用可能改变势阱的构型，将一个静态的势阱变为一

个动态势阱。

1.3.4 系统的维度

隧穿通常发生在势阱中束缚最薄弱的地方，因此该点的隧穿率也是最大的，在隧

穿过程中也会被优先选择。比如，在本文第三章中，隧穿就主要发生在势阱束缚较薄

弱的两个鞍点，其隧穿路径示意地画在图3.1(b)中。这个过程就如大坝泄水一般，水倾

向于从大坝最矮的位置流出。在这种观点下，隧穿可以被看作是一维或者准一维过程。

但是，高维度仍然可以带来新的现象。其中一个可能的现象就是混沌，混沌的参与极

大的增加了系统动力学的复杂性[28]。图1.1(c) 中所示的路径示意地描绘了势阱中可能

出现的混沌现象，在鞍点处的虚线代表此处发生的宏观量子隧穿。有混沌参与的隧穿

可能会引起隧穿振荡[29]，并在隧穿率中制造不规律涨落[77,78]。对于三维双势阱中的大

量极化费米子来说，由额外自由度带来的另种一种可能的结果是不相干振荡[65]。
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第二章 超冷原子气：玻色系统

本章本文介绍超冷玻色原子气的相关概念及其理论模型。作为本文的主要研究对

象，本文首先介绍玻色系统超冷原子气中的玻色-爱因斯坦凝聚现象。接下来介绍束缚

凝聚体的光势阱，也就是光晶格。随后介绍平均场 Gross-Pitaevskii方程和描述光晶格

中玻色系统的玻色-哈伯德模型，以及扩展的玻色-哈伯德模型。最后再简单介绍几种常

用的数值模拟方法。

2.1 玻色-爱因斯坦凝聚

许多量子统计的教科书都会讲解玻色气体中发生的玻色-爱因斯坦凝聚现象[79,80]。

首先简单介绍经典极限条件（非简并条件），它可以表述为

V
N
(2πmkBT
ℏ2 )3/2 ≫ 1 (2.1)

其中 N 为系统总粒子数，V 为气体体积，m为粒子质量，T 为系统温度。满足上述条

件的气体称为非简并气体。非简并气体、定域系统和经典系统都可以用经典统计描述，

其中粒子可以分辨，无论费米系统还是玻色系统都满足玻尔兹曼分布。反之，不满足

非简并条件的气体就是简并气体，其粒子不可分辨，需要用量子统计来计算，玻色系

统对应玻色分布，费米系统对应费米分布，需要分别处理。

本节讨论处于上述临界条件的玻色系统中出现的独特现象，即玻色-爱因斯坦凝

聚。这是 Satyendra Nath Bose和爱因斯坦于 1924-1925年前后在理论上首先预言的。考

虑 N 个无相互作用的全同玻色子组成的系统处于热力学平衡态，其温度为 T，体积为

V。不考虑自旋等内部态的差异，假设所有粒子均处于同一内部态。此时，单粒子态 ν

的平均占据数服从玻色分布

f (ϵν) =
1

e(ϵν−µ)/kBT − 1
(2.2)

其中 ϵν 是单粒子态能级，由于系统满足粒子数守恒的条件，上式引入化学势 µ。当系

统满足总粒子数等于各个能级上粒子占据数之和时，化学势是 N 和 T 的函数。由于处

在任一能级的粒子数都不能取负值，因此要求对所有能级 ϵν 均有 e(ϵν−µ)/kBT > 1。ϵ0表

示基态能级，也是系统最低能级，则这个要求还可以表述为 ϵ0 > µ，即系统的化学势

必须低于粒子最低能级的能量。
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高温下，由于 µ ≪ ϵ0，低能态粒子占据数远远小于 1，量子统计效应可以忽略不

计，上述分布函数近似为玻尔兹曼分布

f (ϵν) ≈ e−(ϵν−µ)/kBT (2.3)

随着温度的降低，化学势增大，但不能超过 ϵ0，平均占据数也随之增大。因此任意激发

态的粒子平均占据数最大值为 1/[e(ϵν−ϵ0)/kBT − 1]，如果此时激发态粒子数总和小于 N，

那就意味着其余的粒子都处于基态。由于基态粒子占据数可以是无限大的，当温度极

低时，基态聚集大量粒子，形成了玻色-爱因斯坦凝聚现象。本文将形成玻色-爱因斯坦

凝聚的最高温度记为 TC，也叫转变温度或临界温度。当温度低于 TC 时，凝聚态的化

学势始终等于 ϵ0。基态的粒子占据数 N0 为总粒子数 N 减去所有激发态的占据数总和

Nex。Nex 可由系统态密度 g(ϵ)算得

Nex =

∫ ∞

0
dϵg(ϵ) f (ϵ) (2.4)

其中 g(ϵ) = Cαϵ
α−1。Cα是一个常数，α则与系统维度 d有关，α = d/2。假设系统最低

能量为零，则当温度为 TC 时，µ = 0，上式达到最大值，令 x = ϵ/kTc，则

N = Nex(TC, µ = 0) = Cα(kBTc)α
∫ ∞

0
dx

xα−1

ex − 1
= T(α)ς(α)(kBTc)α (2.5)

其中 T(α)是伽马函数，ς(α) = ∑∞
n=1 n−α是黎曼函数。对于一维均匀玻色气体，α = 1/2，

其低能态密度发散，因此不存在玻色-爱因斯坦凝聚。对于二维均匀玻色气体，α = 1，

态密度为常数，上式积分发散，因此只有当 TC = 0时玻色-爱因斯坦凝聚才会发生。而

对于三维系统，玻色-爱因斯坦凝聚可以在有限温度下发生，对于三维均匀玻色气体，

α = 3/2，其转变温度为 kBTC ≈ 3.31ℏ
2(N/V )3/2

m
，而对于束缚在三维谐振势阱中玻色气体，

α = 2，其转变温度为非零有限值 TC ≈ 4.5( (ωxωyωz )1/3/2π
100Hz

)N1/3 nK，其中 ωx 为谐振势阱

在 x方向上的频率，yz方向依此类推。由此可以看出能否发生玻色-爱因斯坦凝聚现象

与系统的态密度和能量两者的关系密切相关。所以当二维或一维玻色气体的态密度由

于束缚势阱等因素的不同而发生变化时，也有可能在零温或有限温度下发生玻色-爱因

斯坦凝聚。

对于三维均匀玻色气体，温度为 T 时，凝聚态的占据数为 N0 = N[1 − (T/TC)3/2]。
可以看出，当 T < TC 时，有宏观数量级的粒子在基态凝聚，这些粒子的集合叫做玻色

凝聚体。

距爱因斯坦的理论提出约 70年后，直到 1995年，实验上才在稀薄气体中成功制

造出玻色-爱因斯坦凝聚体。这个实验先后由两个实验组完成，首先是科罗拉多大学博
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尔得分校 NIST–JILA实验室的 Eric Cornell和 Carl Wieman等人采用激光冷却和蒸发

冷却等技术将铷原子气冷却至 170nK 后获得玻色-爱因斯坦凝聚体[81]。随后，麻省理

工Wolfgang Ketterle等人使用钠原子独立地获得了玻色-爱因斯坦凝聚体[82]。三人因此

共享了 2001年的诺贝尔物理学奖。他们里程碑式的实验开创了一个快速发展的新兴领

域——超冷原子气。目前，人们已经在 1H，7Li,，23Na，39K，41K，52Cr，85Rb，87Rb，
133Cs，170Yb，174Yb，4He[83,84]中实现玻色-爱因斯坦凝聚。另外，由 6Li或 40K等费米

原子对组成的分子中也观测到了玻色-爱因斯坦凝聚。

尽管上述实验都是在稀薄气体中实现的，但其中原子之间仍然可以有很强的相互

作用，因此这类实验也可以用来描述强关联多体系统。稀薄原子气的粒子数密度约为

1013 − 1015cm−3。相对地，室温下空气中的分子数密度为 1019cm−3。为了在如此低密度

的系统中观察到量子现象，需要将温度降至 10−5K 以下，与固体和液体中发生量子现

象的温度相比是极低的。

玻色-爱因斯坦凝聚体在实验中有很多优点。首先，它的实验环境有着极其好的可

控性，比如通过 Feshbach共振对相互作用的调节可以超过七个数量级[85]。其次，实验

技术使用的射频磁势阱[86] 和光势阱[87] 更有利于对实验的调控。再次，利用玻色-爱因

斯坦凝聚可以实现一些其他实验中难以实现的多体量子态[88]。第三章讲到的多体模拟

也可以阐明这一点。玻色-爱因斯坦凝聚体还具有可控的统计性质和空间维度。一至三

维光晶格中的玻色-爱因斯坦凝聚中可以实现对格点的光学显微术。最后，在玻色气体

中，原子干涉法可以观测到准一维系统中高至十阶的关联子[89]。总之，玻色-爱因斯坦

凝聚有着广泛的应用。本文会在后面的章节中着重研究特定系统中的动力学性质。本

章接下来的章节会介绍描述玻色冷原子系统的几个常见理论模型，分别是基于平均场

理论的 Gross-Pitaevskii方程和描述多体系统的玻色-哈伯德模型，以及其他相关内容。

2.2 光晶格

2.2.1 原子与光场的相互作用

当一个外加静电场在原子尺度上可以视为空间均匀分布时，该电场和原子之间相

互作用的哈密顿量可以用偶极近似表示为

Hint = −d · Ξ (2.6)

其中，Ξ是电场强度，d是原子的偶极矩算符，d = −e
∑

j r j , r j 是原子中电子相对于原

子核的位置算符，求和遍历原子中的所有电子。通常，可以用微扰论求解原子在电场

中的能量。由于，在无外加电场的情况下，由于大部分原子态可以很好的近似为宇称

13
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算符的本征态，在此对称性下，其偶极动量为零，因此能量的一阶微扰修正为零。能

量的二阶微扰修正为

∆Eg = −
∑
e

| ⟨e| Hint |g⟩ |2
Ee − Eg

(2.7)

|g⟩，|e⟩ 分别表示原子的基态和激发态。通过原子极化率 α 可以将偶极矩的期望值和

电场联系起来，⟨d⟩ = αΞ,此时能量修正又可以写为 ∆E = − 1
2αΞ

2。做对比后可以得到

原子极化率

α = −∂
2∆E
∂Ξ2 =

∑
e

2| ⟨e| d · ê |g⟩ |2
Ee − Eg

(2.8)

其中 ê是电场方向的单位矢量。考虑到光场中的电场含时，可将频率为 ω的电场写为

Ξ(r, t) = Ξωe−iωt + Ξ−ωeiωt，须符合条件 Ξ−ω = Ξ
∗
ω 以保证电场是实数。采用含时微扰

可以解得二阶能量修正为

∆Eg = −
∑
e

| ⟨e| d·ê |g⟩ |2( 1
Eg − Ee + ℏω

+
1

Eg − Ee − ℏω
)|Ξω |2 = −α(ω)|Ξω |2 = −1

2
α(ω)⟨Ξ(r, t)2⟩t

(2.9)

实际操作中通常用到 Ee − Eg ≈ ℏω,因此在上述求和中可以仅保留满足这一共振条件的

项，此时动力学极化率 α(ω)为

α(ω) = | ⟨e| d · ê |g⟩ |2
Eg − Ee − ℏω

(2.10)

上述讨论都是基于原子的激发态寿命是无穷大这一假设，但真实系统中原子的

激发态会因自发辐射发射光子而衰减，因此它的寿命是有限的。假设激发态寿命为

1/Γe, 则将上面的极化率公式中 Ee 换成 Ee − iℏΓe/2 即可成立，相应的能量修正为
∆Eg = Vg − iℏΓe/2。其中

Vg =
ℏΩ2

Rδ

δ2 + Γ2
e/4

(2.11)

这里本文定义失谐 δ = ω − (Ee − Eg)/ℏ,并引入 Rabi频率 ΩR = | ⟨e| d · Ξ |g⟩ |/ℏ。原子
在光场中的能级移动可以看作是原子感受到一个等效势 Vg，这个现象称为 AC Stark效

应，势场 Vg 的大小和性质由失谐 δ 的大小和正负决定。δ > 0称为蓝失谐，对应排斥

势；δ < 0称为红失谐，对应吸引势，光势阱就是利用红失谐来束缚原子的。
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2.2.2 光晶格的产生

光晶格具有空间周期结构，产生一维光晶格的一个简单办法就是将两束相同频率

的激光相向叠加。为简化计算，本文进一步假设这两束激光都是线性极化，且电场方

向均沿 z轴，此时总电场为

Ξz = Ξ0cos(qx − ωt) + Ξ0cos(−qx − ωt) = 2Ξ0cos(qx)cos(ωt) (2.12)

其中 q是激光波矢，Ξ0是电场强度，这时原子感受到的等效势可以写为

V = −1
2
α(ω)⟨Ξ(r, t)2⟩t =

V0

2
cos(2πx

d
) (2.13)

势场在 x方向是周期的，其周期 d = π/q = λ/2为激光波长 λ的一半，势阱的深度由激

光的电场强度和极化率 α(ω)的实部决定。调节两束对射激光波矢的角度，可以改变势
场的周期。

除以上静态光晶格之外，还可以产生移动的光晶格，研究其中 BEC的动力学性质。

假设两束线性极化的激光频率和波矢分别为 ω1, ω2和 q1, q2，它们叠加后的总电场对时

间的平均为

⟨Ξ2⟩ = 1
2
Ξ

2
1 +

1
2
Ξ

2
2 + Ξ1 · Ξ2cos[(q1 − q2) · r − (ω1 − ω2)t + δ1 − δ2] (2.14)

其中 δ1, δ2分别表示两束光的相位。上式最后一项决定了晶格的空间周期性，同时如果

两束光的电场极化方向相互垂直，则最后一项为零。如果 ω1 , ω2，则可以得到这个移

动光晶格的速度为

v =
ω1 − ω2

|q1 − q2 |
(2.15)

进一步地，调节两束光的频率使之随时间变化，还可以产生加速运动的光晶格。从量

子力学的角度理解，光晶格的产生可以看作是原子从一束光中吸收一个光子，然后在

另一束光中释放出一个光子，导致原子动量改变 ℏ(q1 − q2)。这是一个拉曼过程。

叠加两束以上具有不同波矢的激光可以产生高维光晶格。简单起见，本文考虑这

些线性极化的激光具有相同的频率，则叠加后的总电场为 Ξ =
∑

i Ξicos(qi · r −ωt + δi),
i代表每一束激光。电场对时间的平均为

⟨Ξ2⟩ = 1
2
Ξ

2
i +

∑
i< j

Ξi · Ξjcos[(qi − q j) · r + δi − δj] (2.16)
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可见产生二维周期晶格至少需要两对独立的 qi − q j，则至少需要三束激光干涉，同理

产生三维周期晶格则至少需要四束激光干涉。实际应用中，为了操作便利一般采用更

多数量的激光来产生二维和三维的光晶格。通过改变激光的空间排列可以产生不同的

晶格形状。以三维立方晶格为例，忽略常数项，写出其势场空间部分的形式为

V(x, y, z) = V0

2
[cos(2qx) + cos(2qy) + cos(2qz)] (2.17)

图 2.1展示了一组二维和三维光晶格的示意图，对于二维光晶格，当另外一个维

度的势场很弱时可以忽略原子在势阱之间的跃迁，原子被束缚在雪茄型的管状势阱中，

此时该系统可以视为准一维系统。

图 2.1 由二或三组正交驻波叠加形成二维（a）和三维（b）光晶格。对于二维光晶格，原子被束
缚在一维紧束缚的管状阵列中。三维光晶格排成简单立方体的形状，每一个光格子可以近似看作
是紧束缚的谐振子模型。图片摘自 Rev. Mod. Phys. 80, 885 (2008)。
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2.3 平均场理论：Gross-Pitaevskii方程

平均场近似是将一个单体受到的所有外界影响近似为一个平均的等效外场，它

可以将多体问题简化为单体问题进行求解。玻色系统中常用的平均场模型是 Gross-

Pitaevskii方程，简称 GP方程。它是一个非线性薛定谔方程，描述低温下非均匀稀释

玻色子的动力学方程，其非线性项反映的是粒子间的相互作用。通常，在外场中弱相

互作用的玻色系统的多体哈密顿量可以写为

Ĥ =
∫

drψ̂†(r)[− ℏ
2

2m
∆

2 + Vext(r)]ψ̂(r) +
1
2

∫ ∫
drdr′ψ̂†(r)ψ̂†(r′)Vint(r − r′)ψ̂(r′)ψ̂(r)

(2.18)

其中，m是单粒子质量，Vext 是外势，Vint 是粒子之间的相互作用，ψ̂
†(r)和 ψ̂(r)为玻

色子产生和湮灭算符，满足对易关系 [ψ̂(r), ψ̂†(r′)] = δ(r − r′)。本文考虑低温稀释原子
气，此时原子间距足够大，原子间相互作用十分微弱，可以由 s波散射描述，且以两体

散射为主。本文进一步假设，原子之间为弹性碰撞，且只在碰撞时发生相互作用。此

时，原子之间的相互作用可以写为一个 δ 势，Vint(r, r′) = gδ(r − r′)，其中 g = 4πℏ2as

m
，

as 为玻色子 s波散射长度。g代表了相互作用的强度和性质，g > 0代表原子间为排斥

相互作用，g < 0代表原子间为吸引相互作用。

场算符的时间演化可以由海森堡方程写出

iℏ
∂ψ̂(r, t)
∂t

= [ψ̂(r, t), Ĥ] = [− ℏ
2

2m
∂2

∂x2 + Vext(r) + gψ̂†(r, t)ψ̂(r, t)]ψ̂(r, t) (2.19)

接下来本文做平均场近似。首先将场算符做分解 ψ̂(r, t) = ψ(r, t) + ψ̂′(r′, t)，其中
ψ(r, t) ≡< ψ̂(r, t) > 是场算符的系综平均，ψ̂′(r′, t) 代表场算符围绕平均值的涨落。
将上述式子带入，并忽略涨落部分，可以得到平均场 Gross-Pitaevskii方程

iℏ
∂ψ(r, t)
∂t

= [− ℏ
2

2m
∆

2 + Vext(r) + g |ψ(r, t)|2]ψ(r, t) (2.20)

归一化条件为
∫
|ψ(r, t)|2dr = N，N 为粒子总数。

同时，本文将用另一种方法推导出 GP方程。首先考虑做赝势假设的多体系统哈

密顿量

Ĥ =
∫

dr[− ℏ
2

2m
∆

2 + Vext(r) + gδ(r − r′)] (2.21)
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在 Hartree–Fock近似下，N个玻色子的多体波函数可以写为单粒子波函数的乘积形式

Φ(r1, r2, ..., rN ) = ( 1
√

N
ψ(r1))(

1
√

N
ψ(r2))...(

1
√

N
ψ(rN )) (2.22)

归一化条件为
∫
|Φ(r)|2dr = N，则哈密顿量在该波函数下的期待值为

E =
∫

dr[(− ℏ
2

2m
∆ψ(r) + Vext(r) +

1
2
g |ψ(r − r′)|4] (2.23)

将上式的作用量对 ψ∗做变分 δ[−iℏ
∫ t2

t1

∫
ψ ∗ ∂ψ

∂t
drdt +

∫ t2

t1
Edt] = 0得到公式2.20形式的

GP方程。

从上面的推导过程可以看出，平均场近似就是将粒子之间的相互作用用一个等效

的平均场来替代。对于低温下的稀薄玻色气体，绝大部分原子处于凝聚态，此时 GP方

程的描述是非常好的。对于光晶格系统，只需要将上式中的外势 Vext 换成光晶格势阱

即可。当外势为零时，GP方程具有平面波解，其能量多出一个与相互作用因子 g有关

的常数项。由于 GP方程是非线性方程，由非线性项可引出许多新奇的量子现象，比如

二能级系统中的非线性 Landau-Zener隧穿[90]以及孤子等。孤子解是 GP方程的一个经

典的精确解，根据吸引和排斥相互作用分为亮孤子和暗孤子，后续研究中还扩展至高

阶孤子。如果在 GP方程中加入一个随机项描述原子的热效应，还可以用来描述有限

温度下的玻色-爱因斯坦凝聚体[91,92]。对于带自旋的粒子，也可以通过修改 GP方程来

描述[93]。

2.4 紧束缚模型和万尼尔函数

紧束缚模型（Tinght-binding model，简称 TB模型）与原子轨道线性组合法（Linear

combination of atomic orbitals method，简称 LCAO方法）类似，是将晶格中单粒子波函

数近似为孤立粒子局域波函数的叠加。孤立原子的定域波函数 φm(r − Rn)满足孤立势
场下的薛定谔方程

[− ℏ
2

2m
∆

2 +U(r − Rn)]φ(r − Rn) = Enφ(r − Rn) (2.24)

其中 Rn是晶格的正格矢，标记格点位置。m标记第 m个能级。φm(r − Rn)是孤立原子
哈密顿量 Hat 本征能级 En对应的本征波函数。当原子位于晶格中时，由于这个原子的

波函数会和临近格点内原子的波函数重叠，所以 φm(r − Rn)不是晶格哈密顿量的本征
波函数。紧束缚近似假设格点对原子的束缚力很强，不同格点波函数的重叠部分很小。

此时，可以将晶格的哈密顿量写为每个格点上势阱 Hat(r − Rn)的叠加，然后将格点之
18
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间的重叠 ∆U(r)视为微扰，具体形式为

H(r) =
∑
Rn

Hat(r − Rn) + ∆U(r) (2.25)

根据紧束缚近似，其本征波函数 ψm(r)可以写为原子轨道波函数 φm(r − Rn)的线性叠
加

ψm(r) =
∑
Rn

bm(Rn)φm(r − Rn) (2.26)

由于光晶格是周期势，其波函数需满足布洛赫定理。即当平移晶格矢量 Rn时，同

一能量本征值的波函数只增加相位因子 eik ·Rn，其中 k 是波函数的波矢，即波函数为

调幅平面波。因此可以得到 bm的形式，并将波函数重新写为

ψm(k, r) =
1
√

N

∑
Rn

eik ·Rnφm(r − Rn) (2.27)

此时可以将波函数视为一组定域波函数的展开。同时也可以将上式视为布洛赫波函数

的傅里叶变换。此时，φm(r − Rn)为一组正交完备基，称作万尼尔（Wannier）函数，记

为 wm(r − Rn)。万尼尔函数最早由 Gregory Wannier 提出[94,95]，作为一组正交完备基，

已经被广泛应用于许多领域。万尼尔函数有多种选取方式，最常见的方式就是通过布

洛赫函数的傅里叶变换构造而得。现在将上式做傅里叶变换得到万尼尔函数

wm(r − Rn) =
1
√

N

∑
k

e−ik ·Rnψm(k, r) (2.28)

在万尼尔表象下，波函数可以写为

ψm(k, r) =
∑
n

cnwm(r − Rn) (2.29)

接下来要讨论的玻色-哈伯德模型就是在万尼尔表象下得到的二次量子化哈密顿量。

2.5 玻色-哈伯德模型

玻色-哈伯德模型，英文为 Bose-Hubbard model，简称 BH模型，描述晶格中有相

互作用但无自旋的玻色子系统。它是哈伯德模型在玻色系统中的应用，最早由 Gersch

和 Knollman于 1963年引入[96]。BH模型有许多重要的应用，比如超流-Mott绝缘体相

变。不同于前面讲述的平均场 GP方程，BH模型是多体系统的二次量子化模型，也是
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多体层面的描述。

首先，本文仍从公式2.18开始推导 BH模型。对粒子之间的相互作用仍然引入前述

赝势假设，多体系统哈密顿量可以写为

Ĥ =
∫

drψ̂†(r)[− ℏ
2

2m
∆

2 + Vext(r)]ψ̂(r) +
1
2
g

∫
drψ̂†(r)ψ̂†(r)ψ̂(r)ψ̂(r) (2.30)

进一步将哈密顿量分为无相互作用的部分 Ĥ0和有相互作用的部分 Ĥint，分别为

Ĥ0 =

∫
drψ̂†(r)[− ℏ

2

2m
∆

2 + Vext(r)]ψ̂(r), (2.31)

Ĥint =
1
2
g

∫
drψ̂†(r)ψ̂†(r)ψ̂(r)ψ̂(r) (2.32)

考虑紧束缚近似，将场算符用最低能带的万尼尔基展开为

ψ̂(r) =
∑
i

w(r − ri)b̂i, (2.33)

ψ̂†(r) =
∑
i

w∗(r − ri)b̂†
i (2.34)

其中，i 标记晶格上不同格点，b̂i 和 b̂†
i 分别为第 i 个格点上玻色子的湮灭和产生算符。

由于万尼尔函数的完备性，b̂i和 b̂†
i 需满足 [b̂i, b̂

†
i ] = δi j，这也正是玻色子产生湮灭算符

的对易关系。

将公式2.34代入多体系统哈密顿量无相互作用部分 Ĥ0中可以得到

Ĥ0 = −
∑
i,j

Ji, j b̂
†
i b̂j − Ji,i

∑
i

b̂†
i b̂i, (2.35)

Ji,i = −
∫

dr(w∗)i(r)[−
ℏ2

2m
∆

2 + Vext(r)]wj(r) (2.36)

将最后一项吸入化学势中，则 Ĥ0 中仅剩 i , j 的求和项，这一项代表粒子在不同格点

之间的跃迁，Ji, j 为跃迁系数。BH模型中仅考虑粒子在最近邻格点之间的跃迁，忽略

其他跃迁项，记 J = Ji,i±1，则 Ĥ0 = −∑
<i, j> Jb̂†

i b̂j。

将公式2.34代入多体系统哈密顿量有相互作用的部分 Ĥint 中得到
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Ĥint =
∑
i jkl

gb̂†
i b̂

†
j b̂k b̂l (2.37)

取 i = j = k = l 可得

Ĥint =
U
2

b̂†
i b̂

†
i b̂i b̂i =

U
2

n̂i(n̂i − 1), (2.38)

U = g
∫

dr |wi(r)|4 (2.39)

其中 n̂i = b̂†
i b̂i，为第 i 个格点上玻色子的总数。U 代表单个格点内两个粒子之间的相

互作用，只有当单个格点内粒子数大于 1时，这一项才不为零。当 U < 0时玻色子之

间为吸引相互作用，当 U > 0时玻色子之间为排斥相互作用。

2.5.1 扩展的玻色-哈伯德模型

在上一节的推导中，对于多体系统哈密顿量有相互作用的部分 Ĥint，本文选择公

式2.37中 i = j = k = l 的项，这也是 Ĥint 中较大的一项。接下来本文计算出其他几项。

取 i = j, k = l = i ± 1以及其所有排列组合形式，公式2.37右边可以分为两种情况讨论。

一种情况是

ĤP = P
∑
<i, j>

b̂†
i b̂

†
i b̂j b̂j, (2.40)

V =
g

2

∫
drw∗

i (r)w∗
j (r)wj(x)wi(r) (2.41)

ĤP 代表两个粒子同时在最近邻格点之间的跃迁。另一种情况为

ĤV = V
∑
<i, j>

b̂†
i b̂

†
j b̂j b̂i = V

∑
<i, j>

n̂i(n̂j), (2.42)

V =
g

2

∫
drw∗

i (r)w∗
j (r)wj(x)wi(r) (2.43)

ĤV 代表两个最近邻格点 i和 j格点上粒子之间的相互作用。需要注意的是 V 和 P的取

值是一样的，只是意义不同，所以采用不同字母来区分。取 i = j = k, l = i ± 1以及其
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所有排列组合形式，公式2.37右边可得

ĤW = W
∑
<i, j>

[(b̂†
i b̂j n̂j + b̂†

i b̂j n̂i) + (n̂j b̂
†
j b̂i + n̂i b̂

†
j b̂i)], (2.44)

W =
g

2

∫
drw∗

i (r)w∗
k(r)wj(r)wi(r) (2.45)

ĤW 代表由于最近邻格点内粒子与本格点内粒子相互作用而导致单粒子在这两个格点

之间的跃迁，也叫最近邻格点辅助跃迁。需要注意的是不同格点之间场算符对易，再

结合粒子数算符的定义，可以将求和内的场算符重新组合，从而写出不同的表达形

式，但这些形式都是等价的。将上述推导结合起来，可以得到扩展的玻色-哈伯德模型

（EBHM）ĤEBH 的形式为

ĤEBH = −J
∑
⟨i, j ⟩

(b̂i
†
b̂j + h.c.) − µ̃

∑
i

b̂i
†
b̂i +

U
2

∑
i

n̂i(n̂i − 1)

+ V
∑
i

n̂in̂i+1 + P
∑
⟨i, j ⟩

b̂†
i b̂

†
i b̂j b̂j

+
∑
⟨i, j ⟩

W(b̂†
i b̂j n̂j + b̂†

i b̂j n̂i + h.c.)

通常文献中能见到的扩展玻色-哈伯德模型是加入 V 和 P项，或是其中某一项。后

续加入的项在数量级上通常小于 BH模型的 U 项。不过当 U 项为零时，后续项的重要

性会突出。本文还可以接着计算次近邻等其他更高阶的项，至于在哪里做截断要视具

体情况而定。

相对于 BH模型，EBHM包含长程相互作用，同时也带来了新的相位，比如玻色

Haldane绝缘体相[97]。将 EBHM应用到自旋系统中同样也会改变相图，出现成对超流

相[98]。另外，描述无序系统的哈密顿量是在 BH模型上加入描述扰动相关的项，也算

是一种扩展的 BH模型[99]。

2.5.2 数值方法

精确对角化（ED）是一种简单的直接求解哈密顿量基态及激发态的方法。其具体

过程是在一套完备基下得到哈密顿量的矩阵形式，通过酉变换将矩阵对角化，求得其

所有本征值和本征态。对于 BH 模型来说，最常用的完备基是 Fock 态。理论上来讲，

精确对角化完全可以求解 BH模型和 EBHM中的问题，但是随着系统尺寸变大，比如
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增加粒子数或格点数，精确对角化方法所需要的计算空间急剧增加，这就迫使人们通

过做一些近似来寻求其他的数值方法。不过对于尺寸较小的系统，精确对角化通常是

最佳选择。

上文提到的近似方法在一维系统中包含玻色子的多配置时变Hartree方法（multiconfigurational

time-dependent Hartree for bosons，简称MCTDHB），密度矩阵重整化群（Density Matrix

Renormalization Group，简称 DMRG）和与之相关的时间演化块湮灭（Time-evolving

Block Decimation，简称 TEBD）。两者都可以将计算的范围扩展至上千个粒子及上千

个格点的系统中，同时还可以计算其中的时间演化动力学。比如，采用 TEBD模拟玻

色-哈伯德模型中的超流衰变的研究验证了数值方法在计算瞬子问题上的限制[100,101]。

在量子逃逸问题中可以采用 MCTDHB方法[54,102]。另外也可以改进这些方法扩大计算

范围，比如采用时适应的MCTDHB去研究约瑟夫森结[103]。

由于高维度系统中纠缠的快速增长，计算难度加大，目前常用的数值计算方法是

量子蒙特卡罗方法。
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第三章 宏观量子隧穿

最近位于多伦多的实验组做了一个单阱宏观量子隧穿实验，他们发现在隧穿过

程中势阱内处于准束缚态的粒子数呈现非指数衰减趋势[61]。本章将通过实验和理论

两个方面来验证这种非指数衰减的结果是由粒子之间的相互作用造成的。本章采用

Jeffreys-Wentzel-Kramers-Brillouin近似来模拟数万个处于玻色-爱因斯坦凝聚态的 87Rb

原子的量子隧穿过程，并将该模型中的势能换为由平均场效应引起的等效势。随后，本

章将等效平均场模型与三维 Gross-Pitaevskii方程的数值模拟结果对比。

3.1 一个宏观量子隧穿实验

在参考文献[61] 中，实验组首次在单阱隧穿实验中观测到粒子数呈非指数衰减趋

势。本节将为该实验提供一套理论描述，并介绍前述文献中未发表的一些实验数据及

其中的三维平均场模拟结果，最后本节采用第3.2章中介绍的等效一维 JWKB理论模型

来拟合一组实验数据。

3.1.1 实验设计

这个实验研究了具有排斥相互作用且处于准束缚态的 87Rb BEC 原子的单阱隧穿

现象。其中，势阱在 x 和 z 轴方向为谐振势，其频率分别为 ωx 和 ωz。由于重力和一

个磁场梯度的存在，势阱在 y轴方向（也就是竖直方向）有一个常量加速度 a。势阱在

y-z平面的剖面图为图3.1(b)，三维势阱的数学表达式为

V(x, y, z) = 1
2

mω2
xx2 +

1
2

mω2
z z2 − may + Vb(x, y, z),

Vb(x, y, z) = V0 exp
(
−2y2/ω(z)2

)
,

ω(z) = ω0

(
1 + (z/zR)2

) 1
2
. (3.1)

其中 V0是势阱的最高峰值，zR = 8 µm是瑞利长度，ω0是势垒宽度，ω0 = 1.3(0.1) µm，

ω(z)是高斯光束的束腰半径。
该实验中采用了两种势阱构型，即弱束缚和紧束缚构型。弱束缚势阱构型的参数

为 ωx = 2π × 32.7(0.24)Hz, ωz = ωx/2和 a = 2.08(0.04)m/s2，紧束缚势阱构型的参数

为 ωx = 2π × 86.6(0.6)Hz, ωz = ωx/2和 a = 8.40(0.06)m/s2。由于紧束缚势阱对粒子的
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图 3.1 宏观量子隧穿实验。(a)在 BEC中研究MQT的实验过程示意图。(b)弱束缚势阱构型的三
维形状，图中势垒高度为 190 nK（峰值）。鞍点距势阱最低点为 x0 = 18(1) µm。图示紫色区域代表
束缚在势阱中的 BEC，箭头示意其隧穿路径经过鞍点。(c)束缚在势阱中的粒子数 N 的实验数据显
示了非指数衰减的趋势。粉色虚线为背景损耗速率。竖直虚线用来划分经典溢出、MQT和背景损
耗区域。
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峰值 (nK) 鞍高 (nK) x0 (µm) N0/103

146 ± 10 46 ± 3 16 ± 1 423 ± 21
170 ± 11 52 ± 10 17 ± 2 548 ± 37
190 ± 13 58 ± 4 18 ± 1 559 ± 33
221 ± 16 69 ± 5 20 ± 1 630 ± 26
260 ± 18 81 ± 6 21 ± 1 583 ± 32
299 ± 21 92 ± 6 23 ± 1 663 ± 54

表 3.1 实验数据和估测值。表中数据源于弱束缚势阱构型，分别为峰值、鞍高、x0 和 N0。其中，
x0 是从局域最低点至鞍点的水平距离，N0 为束缚在势阱中的初始粒子总数。

束缚更强，所以紧束缚势阱中的初始粒子总数约为弱束缚势阱中的五分之一。粒子数

的大幅减少影响了参考文献[61] 中平均场计算下 Thomas-Fermi近似的有效性，因此需

要为其动能项增加一个补偿项，具体细节将在第3.2.2章中介绍。尽管在首次介绍实验

的参考文献[61]中主要介绍了紧束缚势阱构型的实验，但是本章介绍的理论模型依然会

从弱束缚势阱构型出发然后覆盖紧束缚势阱构型，从而将等效平均长理论扩展至不同

范围。

图3.1(a)描述实验过程。首先将一团处于基态 | F = 2,mF = 2⟩的 87Rb原子通过一

个杂交势阱载入实验所需势阱。然后采用蒸发冷却技术对原子降温，直至它们能够形

成 BEC。随后对于弱（紧）束缚势阱构型，在 20 ms (5 ms)内以非绝热过程降低其势阱

高度。此时，凝聚体将被束缚在势阱中约 0.1 ms至 1.2 s。最后，突然将势阱撤掉，并

观测凝聚体的飞行时间膨胀图像。

表3.1展示了弱束缚势阱构型的基本参数，其中鞍点的高度大约是峰值的三分之一。

需要注意的是，MQT主要发生在势阱中束缚最弱的地方也就是两个鞍点，而不是发生

在峰值处。本章中所有图中均以峰值标记。在势阱中，x0是势阱底部（即局域最低点）

至其中一个鞍点的水平距离。本文将在第3.2节中展示理论拟合参数与 x0 的趋势吻合。

N0是在势阱经历非绝热降低高度过程后的总粒子数，也是隧穿动力学实验开始后的初

始总粒子数。图3.1(c)展示了一组典型的原始实验数据，研究表明粒子数呈现明显的非

指数衰减趋势。下一节中，本文会展示详细数据和分析。

3.1.2 实验数据和 3D平均场模型

图3.2显示了化学势随粒子数的变化关系。图3.3显示了势阱中处于准束缚态的粒

子数随时间的变化关系，图中分别显示了弱和紧束缚势阱构型的情况。同时附上平

均场模拟的结果，并与前述结果对比。实验者所做的平均场模拟采用分步法计算 3D

Gross-Pitaevskii方程 (GPE)，并采用虚时演化求解系统的基态。实验测得的势阱参数和

初始粒子数作为模拟的输入参数，除此之外未引进其它自由参量。为模仿图3.1(a)中的
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图 3.2 实验和数值 3D Gross-Pitaevskii化学势。化学势 µ随总粒子数 N 的变化趋势。(a)弱束缚势
阱峰值：V0 = 460(30) nK（红色圆圈）、260(18) nK（蓝色菱形）和 170(11) nk（绿色方形）。(b)紧束
缚势阱峰值：V0 = 330(35) nK（红色圆圈）、290(30) nK（蓝色菱形）和 240(25) nK（绿色方形）。平
均场模拟预测的化学势（黑色曲线）与实验数据一致，数值模拟中分别设定势阱峰值为 (a) 350 nK
和 (b) 300 nK。

实验过程，将数值模拟中的势阱高度线性下降至终值。为避免已经逃逸出势阱的粒子

撞击边界后再次进入势阱中，数值模拟采用吸收边界条件。最后，实验数据提供的化

学势采用了 Thomas-Fermi近似[61]。如图3.2(a)所示，这一近似与弱束缚势阱构型完美

吻合，但如图3.2(b)所示，这一近似在紧束缚势阱构型中引入了一个系统误差，这是由

于紧束缚势阱构型中系统有较大的动能或零点能，因此 Thomas-Fermi近似并不十分适

用。相反地，图3.3中平均场模拟与实验数据定性拟合，但是在两种束缚势阱类型中都

存在一定误差。这些结论都说明了平均场模型可以重现实验结果的主要特征，但是需

要附加一些修正，可能是对势阱构型的修正，也可能是需要加入一些平均场之外的效

应。

无论是实验数据还是平均场理论的预测都清晰的显示在两种束缚势阱构型中出现

了非指数衰减。图3.3(a)展示了弱束缚势阱构型中势阱峰值为 V0 = 260(18) nK（蓝色圆

圈），V0 = 190(13) nK（紫色菱形），和 V0 = 170(11) nK（蓝绿色方形）的粒子数衰减

情况。图3.3(b)展示了紧束缚势阱构型中势阱峰值为 V0 = 330(35) nK（红色圆圈），V0

= 290(30) nK（蓝色菱形），V0 = 240(25) nK（绿色方形）的粒子数衰减情况。图3.3(a)

中按照由底部至顶部的顺序，灰色实线代表的 3D GPE 模拟对应的势阱峰值为 120、

130、140、210、220 nK，而在图3.3(b)中相应的势阱峰值为 230、240、290、300、340、

350 nK。数值模拟中需要选择合适势阱峰值，从而达到数值结果和实验数据的吻合。在

图3.3(b)所示的紧束缚势阱构型中，数值模拟中用到的势阱峰值和实验测得的值相近。

然而，在图3.3(a) 所示的弱束缚势阱构型中，这两组数据还存在着一些矛盾。这也许

可以归因于构造势阱的离轴光束带来的偏差，因为这一偏差会影响对势阱高度的准确

估计。在弱（紧）束缚势阱构型实验中，量子隧穿在实验开始后大约 40 ms (20 ms)后
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图 3.3 3D Gross-Pitaevskii数值模拟和实验数据。(a)弱和 (b)紧束缚势阱构型中粒子数的半对数衰
减图。弱（紧）束缚势阱构型实验开始后大约 40 ms (20 ms)为经典溢出过程，也包含在图中数据
点内。灰色曲线是 3D GPE数值模拟结果。超过 (a) 0.8 s和 (b) 0.6 s后，系统的动力学由损耗主导。
(c) 3D模拟重现了衰减率和化学势之间的关系。灰色数据点来自经典溢出区域。黑色虚线是拟合曲
线。图中所有的数据点都来自于实验。
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图 3.4 案例研究：理论模型与宏观量子隧穿实验数据的拟合。红色圆圈代表来源于实验数据的粒
子数随时间的变化关系，数据点是平均值且具有 1σ误差条。蓝色实线代表粒子数的理论拟合，穿
过量子隧穿主导区域的黑色点划线为指数衰减拟合，几乎呈水平状倾斜的粉色虚线是实验的背景
损耗。两个垂直虚线将衰减曲线分为三部分：初始阶段短暂的经典溢出过程，(A)平均场辅助的量
子隧穿区域，其中粒子数呈现非指数衰减，以及 (B)实验背景损耗主导的区域。伴随蓝色理论拟合
线条的绿色（深灰色）区域代表等效 JWKB模型中拟合参数的不确定性，而黄色（浅灰色）区域
则代表由实验参数不确定性、数据不确定性和拟合参数不确定性组成的联合不确定性。

出现。图3.3(a)和图3.3(b)中，粒子数在量子隧穿区域所呈现非指数衰减的特性将会在

图3.4中更加突出。

进一步地，本文考虑图3.3(c)所示紧束缚势阱构型中衰减率和化学势之间的关系。

图中势阱峰值分别为 V0 = 240(25) nK（绿色方形），V0 = 290(30) nK（蓝色菱形），和

V0 = 330(35) nK（红色圆形）。相应的三维平均场模拟所采用的势阱峰值分别为 230和

240 nK，290和 300 nK，340和 350 nK。三维平均场模拟与紧束缚势阱构型吻合较好，

而不是弱束缚势阱构型。这是因为紧束缚势阱构型中并没有在动力学初始阶段出现强

烈的经典溢出过程，而弱束缚势阱构型中存在界限分明的经典溢出过程量子隧穿过程，

进一步的细节会在第3.2节中讨论。通过观察，衰减率可以拟合为与化学势有关一个简

单指数函数中，具体形式为

Γ = Γbg + exp(α + βµ). (3.2)

其中 Γbg是背景损耗率，在实验中有 Γbg = 0.31(0.02)Hz。这些拟合结果在图3.3(c)中以

黑色虚线表示。
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3.1.3 等效一维 JWKB描述：一个实验案例

在弱束缚势阱构型中，实验开始后约 40 ms内，由经典溢出过程主导系统动力学，

在 40 ms至 1 s左右的过程为量子隧穿，之后便是背景损耗过程。然而在紧束缚势阱构

型中，经典溢出过程持续约 0 ∼ 20 ms，量子隧穿过程处于 20 ms至 1.1 s，之后是背景

损耗过程。在粒子隧穿出势阱的过程中，粒子会优先选择势阱束缚最弱的部分也就是

鞍点隧穿，同时粒子的量子态经历了由势阱中的准束缚态向连续态的转变。图3.1(b)以

示意图的形式画出了粒子的隧穿路径。一个有意思的问题是，在这个复杂的势阱构型

中是否仍然可以针对粒子的隧穿选择一条半经典路径，做等效一维近似，然后采用著

名的 JWKB近似来描述粒子的隧穿，从而抓住其动力学过程的主要特征。为了验证这

个想法，本文将选择如图3.1中所示的一条简单直接的路径，即选择连接势阱的最低点

与鞍点连成的直线为粒子隧穿路径，从而构造一个等效一维模型。

图3.4以弱束缚势阱构型中势阱峰值为 190(13) nK 的实验为例来说明本文的观点。

本文将动力学过程分为三个部分：短暂的经典溢出过程、平均场辅助的宏观量子隧穿

过程和背景损耗过程，由图中竖直虚线分隔。在接下来的讨论中，本文会略过实验初

始阶段短暂的经典溢出过程。Vs是鞍点势能和势阱最低点的差值。当化学势等于 Vs时，

系统动力学进入宏观量子隧穿过程。对于弱束缚势阱构型，大约在 t = 20至 40 ms进

入宏观量子隧穿过程，也就是图中的区域 A。在这个区域中，粒子数的衰减趋势变缓，

并且表现出非指数衰减趋势。图中黑色实线为一个具有 χ2 = 3.32的指数衰减拟合，而

本文的理论模型的拟合则具有 χ2 = 1.21。非指数衰减的现象是由平均场效应造成的，

也可以说是由粒子之间的相互作用造成的。这一点会由等效 JWKB模型的拟合结果以

及 3D GPE的模拟结果来验证。正如第3.2节中所示，本文的理论模型需要考虑相互作

用后才能和实验数据吻合。随着粒子数衰减过程的持续，被束缚的粒子总数和凝聚体

的化学势在不断减小，与此同时平均场效应也在减弱。因此，本文得到了一个等效动

力学势阱高度，它随时间逐渐降低。综合考虑以上所有因素，可以看到在区域 A 的

开头部分粒子数迅速衰减，而到了末尾部分粒子数衰减变缓。最终，在区域 B中粒子

数的衰减由背景损耗率主导。图中蓝色曲线是理论模型的拟合结果，带有误差条的红

色点为实验数据。伴随理论拟合曲线的绿色误差区域是由拟合参数引入的误差，拟合

参数为 a和 w，将在下一节中介绍。黄色误差区域代表总误差，结合了拟合参数的不

确定性、粒子总数的误差（带有误差条的红色点）和实验参数的不确定性。实验参数

引入的误差最主要的来源是量子隧穿开始时初始粒子数 δN0 的标准差，以及势阱峰值

δVs 的不确定性，对于弱（紧）束缚势阱构型其不确定性大约为 6% (11%)。在实验初

期 t < 100µs时，δN0和 δVs对总误差的贡献约为 O(103 ∼ 104)。之后，δN0对总误差的

贡献降了 1-2个数量级，而 δVs的贡献几乎不变。其余参数对误差的贡献通常比 δVs的
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贡献小一个数量级。紧束缚势阱构型中也有类似的结论，不过此时更少的粒子数会导

致更大的误差，详细讨论见第3.2.2节。本文还计算了理论模型在两种势阱构型中的约

化卡方，进一步证实了本文的理论模拟在实验误差范围内与实验数据吻合良好。

事实上，图3.4中所展示的模式存在于弱和紧束缚势阱构型的各组实验数据中，本

文将在接下来的小节中展开论述。

3.2 描述宏观量子隧穿的等效一维 JWKB模型

在这一节中，本文将推导并讨论一个经过修正的等效一维 JWKB模型，并和实验

结果做定量对比。修正的意思是说在通常的 JWKB近似中加入平均场效应。平均场效

应将是实验观察到非指数衰减的关键因素。

3.2.1 修正 JWKB近似

本文最初的假设是希望通过构造势阱的形状来重现非指数衰减的特征。三角形势

垒是一个比较简单的模型，它的势垒宽度会随着粒子数的减少和化学势的降低而增大，

这样就会使衰减过程逐渐变缓。另外，三角形势垒在解析上也比较容易计算。同时，

长方形势垒的模型不能和实验数据吻合，此外其中的高斯积分增加了计算难度却没有

改善该模型的精度。回到三角形势垒，设其鞍点高度为 Vs，三角势垒中心所在位置为

x = ±x0，x0的值由实验数据确定。另外还有一个自由参数半高宽 w，对应的三角形势

垒的斜率为 ±Vs/w。三角形势垒的数学表达式可以写为

Vtri(x) =
{
−Vs
w
|x ± x0 | + Vs, |x ± x0 | < w,

0, otherwise,
(3.3)

正如图3.5所示，结合上述公式可得 JWKB近似的隧穿概率为

Ptri = exp

(
− 8

3ℏ
w
√

2mVs

(
1 − E

Vs

)3/2
)
, (3.4)

粒子在势阱中的半经典振荡时间为

τtri =
√

2m
(x0 − w)√

E
+ 2

√
2m

w
√

E
Vs

, (3.5)

鞍点处的隧穿率为
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TrappedEscape Escape

图 3.5 等效 JWKB模型势阱示意图。三维实验势阱中的隧穿可以等效为一个简单的一维模型。对
实验数据的拟合需要满足（1）一个裸一维势阱，其高度为 Vs，宽度为 2w（金色实线）；（2）包含
平均场效应，用以创造等效势阱，其高度为 Vs(1 + a)，且 a ∝ N(t)（蓝绿色虚线）；（3）对化学势做
Thomas-Fermi近似，µ ∝ N1/3（红色虚线）。按此规则选择的模型可以保证能够在通常的 JWKB近
似中用 µ来代替能量 E，同时采用等效势 Veff(x) = V(x) + g |ψ |2 代替裸势 V(x)。

Γtri =
Ptri

τtri
. (3.6)

实验测得的背景损耗率为 Γbg ≈ 0.31(0.02)Hz。留在势阱中的粒子数随时间的变化满足

衰减方程

ÛN(t) = −(Γtri + Γbg)N(t) = −ΓN(t). (3.7)

本文进一步假设用 Thomas-Fermi图像来描述系统，参考文献[61] 中对化学势的估算也

用到了这一假设，因此可得

µ = bN1/3, (3.8)

其中对于弱（紧）束缚势阱构型 b = 1.15(8) nK [3.03(5) nK]。注意此处忽略 b随势垒高

度的变化，因为这一变化引入的误差相对于实验误差和拟合参数的误差可以忽略不计。

接下来的逻辑是要将公式3.4和公式3.5中的 E 用合适的单粒子能量，即公式3.8中

的化学势来替代。然而这个方法并不能精确重现实验结果，因为这个模型计算出的隧

穿持续时间很短，隧穿很快就会停止，以至于隧穿动力学的后半部分消失。因此，除

用公式3.8中的 µ来代替 E 之外，还需要加入平均场效应才能与实验数据拟合。平均场
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效应使得公式3.7中的隧穿率 Γ 随时间变化，这一点与复标度法类似[104]。为了将含时

平均场效应考虑进来，本文在三角形势阱中增加含时项，从 GPE方程中构造等效平均

场势阱 Veff(x) = V(x) + g |ψ(x, t)|2，这同样也和公式3.8的隐藏条件——Thomas-Fermi近

似自洽，可以参考阅读文献[21,105]。综上所述，描述这个隧穿现象最简单的势阱模型为

Veff(x, t) =
{
−Vmf

w
|x ± x0 | + Vmf, |x ± x0 | < w,

0, otherwise,

Vmf = Vs
[
1 + a

N(t)
N0

]
.

(3.9)

其中，N0是当量子隧穿过程开始时（tQT）势阱中的总粒子数，a > 0是一个无量纲的平

均场参数，Vmf 是随时间变化的势阱参数，它和平均场有关。Vmf 中 a的作用是引入动

力学等效势垒，随着粒子从势阱中不断泄露，这个等效势垒会逐渐减弱直至回到裸势

阱的形式。图3.5画出了在量子隧穿初始阶段公式3.3所示的裸势阱和公式3.9所示的等

效势阱的示意图。需要注意的是，平均场相互作用可能会改变系统的基态波函数。等

效 JWKB模型只有两个自由参数 w 和 a，它是描述实验现象的一个最简模型，可以为

多体动力学提供一些思路。最后，将公式3.4和公式3.5中的相应参数替换为公式3.8和

公式3.9的形式，得到修正后 JWKB近似下的隧穿概率和半经典振荡时间为

Peff = exp

(
− 8

3ℏ
w
√

2mVmf

(
1 − bN1/3

Vmf

)3/2)
, (3.10)

τeff =
√

2m
(x0 − w)√

bN1/3
+ 2

√
2m

w
√

N1/3

Vmf
, (3.11)

随后，将它们代入公式3.6和公式3.7。

图3.6包含了拟合势阱的半高宽 w、鞍点势垒高度 Vs和量子隧穿初始时刻（t = tQT）

的平均场等效鞍点高度 Vmf = Vs(1+ a)。图中 w随势垒峰值的增长趋势反映了实验势阱

的宽度随着其高度增长而增大的事实，如表格3.1所示。图3.6(a)中 Vmf 总体趋势是随峰

值增长而增加，意味着势阱逐渐变深。更深的势阱能束缚住更多的粒子，而更多的粒

子则意味着更强的平均场效应，也就是说更大的等效势垒。更大的等效势垒会使粒子

的最大隧穿率降低，正如图3.7(b)所示，但峰值为 260 nK的实验是个例外。对于峰值

为 260 nK的这组实验数据，在模拟的过程中，它的鞍点高度由裸高度 Vs变换为等效高

度 Vmf 的时具有小于预期的增幅。尽管 260 nK的鞍点裸高度 Vs 比 221 nK的裸高度增
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(a) (b)

图 3.6 量子隧穿的拟合参数。(a)量子隧穿过程开始时的等效鞍点高度（蓝绿色方形）的最优化值
与实验测得的裸鞍点高度（红色三角）随着裸势垒峰值的变化。对比两者可以看到平均场效应对隧
穿动力学的改变。(b)弱束缚势阱构型的等效势垒宽度 w。等效势垒宽度和等效鞍点高度都随着实
验势垒峰值 V 的升高而增大。

长 10%，但是 260 nK的 Vmf 却具有与 221 nK的相近等效鞍点高度，这意味着 260 nK

这组实验中的势垒的构造过程存在一些未知的系统误差。V0 = 260 nK实验的初始粒子

数为 N0 ≈ 583, 000，这和 V0 = 190 nK实验的初始粒子数 N0 ≈ 560, 000非常相近，反而

与 V0 = 221 nK实验的初始粒子数 N0 ≈ 630, 000相差较远。这一点也在紧束缚势阱构

型的实验中也有所体现，参见第3.2.2节。

在实验中，对于弱和紧束缚势阱构型本文都可以拟合出实验隧穿率 Γexp 和公

式3.2中化学势的近似指数关系，分别如图3.7(a)和图3.3(c)所示。图3.7(a)展示了弱束

缚势阱构型中的实验数据和三维平均场模拟，其势垒峰值分别为 V0 = 170(11) nK（蓝

绿色方形）、V0 = 190(13) nK（紫色菱形）和 V0 = 260(18) nK（蓝色圆圈）。图3.7(b)中

依据等效 JWKB模型，本文计算了瞬时衰减率 Γ随化学势 µ的变化，并用公式3.2的结

果与之对比。紧束缚势阱构型将会在第3.2.2节中讨论。观察图3.7可以得到指数拟合公

式(3.2)的结果与实验数据以及等效 JWKB模型基本吻合，将同样势垒峰值对应的结果

相比对时，这一结论更为明显。在图3.7(b)中，对于势垒峰值 V0 ≤ 221 nK，指数拟合

公式(3.2)的尾部依然和等效 JWKB模型的结果有所偏差，这意味着此时量子隧穿仍然

在主导动力学。

最后，本文要展示图3.4中等效 JWKB模型对 N(t)预测的范例作用。图3.8显示弱

束缚势阱构型中其余五个实验的理论模型所得的 N(t)曲线，相应的拟合参数见图3.6，

它们的宏观量子隧穿都具有同样的非指数衰减趋势。为简便起见，本文并没有标注误

差条和误差区域，但是它们和图3.4所示范例具有相同的规律。

在本文第3.1.3节中提出了一个问题，即一个等效一维 JWKB模型是否能重现实验

结果，本节会说明这是完全可行的。本文在构造理论模型的过程中用到了两个假设，一
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图 3.7 实验数据和理论拟合曲线的对比：衰减率随化学势的变化关系。(a)弱束缚势阱构型（彩色
点）的实验数据、三维 GPE模拟（灰色曲线）以及公式(3.2)的结果（灰色虚线）。(b)修正后 JWKB
近似下的到的隧穿率（彩色实线）与公式(3.2)的结果（灰色虚线）。两者基本吻合，说明了简单的
一维等效 JWKB模型可以描述实验中隧穿率对化学势的指数依赖关系。(a)和 (b)图中标记的点代
表势垒的峰值 Vs。

个是将三维实验简化为一维理论模型，另一个是 JWKB近似仍然适用。JWKB近似的

适用条件是要求德布罗意波函数的空间微分 λdB = ℏ/p(x)比较小，即 dλdB/dx ≪ 1，其

中 p(x)是半经典动量。显然，本文的模型符合这一要求。但是一个三维系统要如何满
足这一条件呢？其实，三维势阱可以被等效的处理为对所有半经典路径的平均，然后

用 JWKB近似计算隧穿，参见文献[106]。公式3.9所示的等效 JWKB模型在势阱内部是

平坦的，然而真实一维路径是可以包含公式3.1中的谐振和高斯势的贡献。不过本文的

模型依然可以描述由真实三维体系中各种复杂半经典路径在势垒处形成的经典振荡的

平均结果。关键的一点是，本文采用的 JWKB近似并不是第一性原理计算，而是一个

等效模型，且其计算结果与实验数据吻合良好。

3.2.2 紧束缚势阱构型

根据三维 GPE模拟对动能项的计算，紧束缚势阱构型中的化学势需要修正。这是

因为之前实验者在估测化学势时采用的是 Thomas-Fermi近似[61]。但是对于紧束缚势阱

构型，由于势阱对粒子束缚更强，势阱中留下的粒子减少，实验中紧束缚势阱中的粒

子数大约是弱束缚势阱中的五分之一。这导致了紧束缚势阱构型中动能项增大，因此

对于不同势垒高度的实验中化学势的修正大约为 6 ∼ 21 nK。图3.9展示弱和紧束缚势

阱构型中的动能项，图中数据是通过虚时演化数值求解完整的三维 GPE方程得到的。

对于弱束缚势阱构型，动能项相对要小很多，可以忽略，因此 Thomas-Fermi是一个很

好的近似，它也确实与实验数据吻合良好。但与之相反的是紧束缚势阱构型中动能项

增大，以至于不能被忽略。本章中所有图中的化学势都已经依据图3.9经过修正。
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图 3.8 对弱束缚势阱构型中粒子数的理论拟合结果。所有的拟合结果都显示了与图3.4中同样的趋
势。灰色虚线代表对应势垒高度的实验中的背景损耗。不同颜色代表弱束缚势阱构型中的不同势
垒高度，以 nK 为单位。

紧束缚势阱构型中的涨落更大，势阱的形变也更加严重，导致势阱或多或少脱离

公式3.1设想的理想构型。而本文的理论模型又恰恰对势阱的形状较为敏感。紧束缚势

阱构型中的 Vts 的不确定性大约是弱束缚势阱构型中的两倍。与弱束缚势阱构型相似

的是，对误差区域贡献最大的误差仍然是势垒高度的不确定性和粒子数的波动，其他

类型的误差比这两者小了约 1 ∼ 2个数量级。粒子数波动带来的误差主要影响量子隧

穿的早期过程，时间范围约为 t < 100 ms，其最大误差可以达到 O(103 ∼ 104)，随后下
降 1 ∼ 2个数量级，此时由势垒高度不确定性带来的误差份额增加至约 O(103 ∼ 104)。
因此，尽管紧束缚势阱构型中的误差并不算大，但由于粒子数减少，由实验数据不确

定性引入理论模型的误差相对增加。

所有紧束缚势阱构型的拟合结果都可以为两种趋势。图3.10显示两种典型的拟合

结果，分别是峰值为 290 nK和 330 nK的实验。两个图像中都分别画出了理论模型产

生的误差（绿色区域）以及由实验数据不确定性产生的误差（黄色区域）。与图3.4中

弱束缚势阱构型不同的是，后者的总误差并不比实验数据的误差条要大。在紧束缚势

阱构型中，量子隧穿大约维持在前 600 ms，随后背景损耗过程很快占据主导。而弱束

缚势阱构型的量子隧穿过程大约是这个时间的两倍。紧束缚势阱构型中不少实验数据

点或是具有如图3.10(a)所示的较大的实验误差和涨落，或是像图3.10(b)所示虽然数据

点的实验误差比较小，但仍然有很大的涨落。除 V0 = 240 nK之外，其余的实验的 N(t)
值对应的约化卡方均为为 O(0.05 ∼ 0.10)。由于紧束缚势阱构型中的误差较大，以至于
本文无法深入的研究其中等效 JWKB模型中两个自由参数的变化规律。尽管如此，本
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图 3.9 动能项对于化学势的修正。在 (a)弱和 (b)紧束缚势阱构型中，随着粒子数的增加动能项增
大，需要在 Thomas-Fermi近似中加入补偿项。紧束缚势阱构型中由于粒子数减少导致动能项增加。
彩色的点来源于三维 GPE的数值计算，连结点与点之间的曲线是为方便观察人为增添的。

文的理论模型还是能够描述宏观量子隧穿实验的大体趋势。
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图 3.10 紧束缚势阱构型中实验数据和理论模拟。紧束缚势阱构型中理论模拟为蓝色曲线。两组
实验数据中，(a) V=290 nK具有较大的实验误差和较小的拟合误差，(b) V=330 nK具有较少的数据
点和相对大的拟合误差。红色点为势阱中粒子数的平均值，具有大小为 1σ的误差条。粉色虚线为
背景损耗。绿色区域为理论模型的误差，黄色区域为实验数据误差与理论模型误差的总和。

3.3 本章小结

本章首先描述一个宏观量子隧穿实验，其中粒子数呈现非指数衰减趋势。本文采

用等效平均场模型得出的粒子数衰减曲线和衰减率与实验数据和三维平均场模拟均吻

合良好。另外，三维平均场模拟计算的动能项可以作为对紧束缚势阱构型中动能项的

补偿。等效平均场理论模型能够重现粒子数的非指数衰减趋势，且证实这一现象是由

于粒子之间的相互作用参与隧穿过程而导致的。实验中隧穿过程可以被分为三个阶段。

第一个阶段是，初始经典溢出过程，粒子从势阱束缚相对薄弱的两个鞍点快速溢出，粒
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子数衰减曲线呈现迅速下降的趋势。第二个阶段是量子隧穿阶段，由于粒子间相互作

用的影响，粒子数呈现非指数衰减趋势。第三个阶段是背景损耗阶段。

接下来，本文详细介绍了修正后的 JWKB近似。当鞍点的相对势能与化学势相等

时，系统进入量子隧穿阶段，此时需要采用 JWKB近似来计算粒子数的衰减。本文在

JWKB近似中加入了等效平均场项，正是这一项改变了势阱构型，使得粒子感受到的

势阱不再是裸势阱而是一个随时间变化且与粒子之间相互作用相关的的等效势。原始

实验文献中曾提出一个经验公式，那就是衰减率和化学势之间的指数关系，本文在本

章采用的三维平均场模拟和等效一维 JWKB模型的计算结果都验证了这一关系。本章

提出的等效 JWKB模型中有两个拟合参数，分别是与平均场有关的参数 a和鞍点势垒

宽度 w。等效平均场鞍点高度 Vmf 就是使用这两个参数构造的。拟合结果显示，参数 w

随着实验中势垒高度的增加而增大，这和真实实验的趋势一致。而不断增长的 Vmf 则

反映了随着势垒峰值的增长，该实验中的最大隧穿率在降低。
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第四章 环形势阱系统的部分对称性破缺

本章研究环形晶格中 BEC在系统经历量子淬火（quench）发生部分对称性破缺后

涡旋态的动力学过程。本章首先对比宏观观测量粒子流（current）、微观观测量保真

度（fidelity）和对称性记忆的结果，发现只有对称性记忆能够反映出系统的对称性破

缺强度存在临界点。超过这个临界点，则系统逐渐丧失对其初始对称性的记忆。接下

来，本章定义对称性破缺记忆和对称性破缺能量差，然后找出对称性破缺强度临界点。

随后，本章会讨论用到的数值方法及其精确度，同时将简并微扰理论与数值结果对比。

然后，作为对比，本章展示平均场理论的结果，同时讨论分数或单位填充Mott-超流转

变与本章研究的部分对称性破缺问题的区别。最后，本章讨论有限尺度标度（finite size

scaling），以预测较大系统中的对称性破缺动力学。

4.1 研究背景

非平衡量子动力学是一个快速发展的领域，部分原因是由于将大量量子仿真器

（quantum simulator）集合在多重结构上，为探索控制晶格结构、相互作用强度、以及

玻色费米统计性质等新问题提供了极大的灵活度和便利[107–110]。例如，对于结合非平

衡动力学和量子相变中的临界现象的 Kibble-Zurek过程，全局量子淬火动力学有助于

更深入的理解其力学机制[111]。相反的，对局域淬火或是微扰的研究则表明短程和长程

相互作用对关联演化过程中量子速度极限的影响[112,113]。多体局域化实验中首次出现

通过淬火将具有双重周期的光晶格转变为均匀晶格[114,115]。量子仿真器能够提供非同

寻常的局域系统和较长的量子相干时间，这为研究系统对初态的记忆提供了条件，例

如广义吉布斯系综[89]就用到了这一点。通过采用与多体局域化实验相反的操作，也就

是通过淬火将均匀晶格变换为双重周期晶格，从而实现环形晶格的离散旋转对称性部

分破缺。由此本文发现一个新的基于长时间演化的动力学现象，并通过定义对称性能

量差和对称性记忆等新的量子观测量来说明系统只能在对称性破缺强度低于临界点时

才保留对其初态对称性的记忆。

张量网络[116,117] 是计算较大尺度系统的有效方法。然而在本章研究的问题中发生

量子淬火后，纠缠增长迅速，因此难以用张量网络的方法来描述系统的长时动力学性

质。所以在本章的研究中主要采用精确对角化方法来计算较小的系统，如玻色子粒子

数 N = 2至 10，格点数 L = 6至 10的环形晶格。同时采用简并微扰论的方法来证实数

值结果，并推断相互作用较强时的变化趋势。6格点环形晶格中的部分对称性破缺可
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图 4.1 部分对称性破缺晶格示意图。左图为 6重旋转对称光晶格。右图为部分对称性破缺后的 3
重旋转对称性光晶格。以半透明橙色和蓝色来表示势阱，三维图下方是势阱在二维平面的投影，势
阱由蓝色至红色逐渐变高。左图的六角晶格也可以看作是蜂巢晶格的最小基本单元，从左图到右
图的过程可以看作是打破蜂巢晶格的 A-B 子格子对称性，同时在狄拉克点引入一个能隙。图中数
轴的数值为任意取值，不反应实验参数。需要注意部分对称性破缺后的三维示意图中，无论势阱顶
部还是底部发生变化都对应同样的哈密顿量，因为哈密顿量的跃迁项系数是通过对局域的相邻两
个量子态做积分和叠加而得，因此两种画法得到的跃迁项系数是一样的。

以与石墨烯中打破 A-B子格子的对称性相对应，同时在狄拉克点打开一个能隙[118–120]。

本文主要讨论基于玻色冷原子的量子仿真器结构。利用这类系统，目前针对玻色冷原

子体系中的量子动力学已经有许多突破性的研究成果，且通常用玻色-哈伯德哈密顿

量（BHH）来描述这类系统[121]。在激光束缚的玻色爱因斯坦凝聚体中，离散旋转对

称的环形晶格[122–125] 是研究由淬火引起的量子对称性破缺的理想势阱。可以通过两束

互相干涉的 X X 和 YY 拉格朗日-高斯光束来产生这类势阱，然后引入量子淬火来改

变势阱的构型，破坏奇偶子格子的对称性，这个过程的示意图参见图4.1。另外，采

用“着色”的势阱（painted potential）和超快激光也可以实现相同的势阱构型[126–128]。

Berzinskii-Kosterlitz-Thouless（BKT）相变[129] 和玻色-哈伯德超晶格中的分数 Mott 绝

缘体相[130] 等现象均与基态有关，与此不同的是，本章的研究内容需要采用不同于保

真度和粒子流的量来描述系统中旋转态或者说是涡旋态的量子动力学。本文将引入对

称性能量差和对称性记忆这两个概念，前者是定义在低能激发态能级簇中的一个观测

量，后者的定义是基于旋转量子数投影的时间平均。这类投影与 BEC实验中对离散环

形晶格系统的环绕数的测量相对应。尽管对旋转量的测量早已在大尺度连续系统中实

现[131]，但是随着超冷显微技术[132]以及一些对较小系统精确控制的技术[89]的出现，旋

转量的投影为未来量子动力学实验的探测提供了新的途径。比如本章研究的 6格点系

统就可以看作是蜂巢晶格[133] 的一个基本单元，实验中可对蜂巢晶格中的众多类似基

本单元做一次性量子平均。
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4.2 对称性能量差和对称性记忆

部分对称性破缺系统的哈密顿量（PSBH）为

Ĥε

J̄
=

U
2J̄

L∑
i=1

n̂i(n̂i − 1) −
∑
⟨i, j ⟩

(1 + εi j)(b̂†
i b̂j + b̂†

j b̂i) (4.1)

它是在常见玻色-哈伯德哈密顿量（BHH）的基础上进行调整，成为一个两重周期模

型。其中 U 代表同一格点内两个粒子之间的相互作用，⟨i, j⟩ 表示对最近邻格点求和，
b̂†
i (b̂i) 是格点 i 的产生（湮灭）算符，满足 [b̂i, b̂

†
j] = δi j，n̂i ≡ b̂†

i b̂i 是粒子数算符，

εi j ≡ Sign(i, j)(Je − Jo)/(Je + Jo)，且 |εi j | ∈ [0, 1]。函数 Sign(i, j) ≡ ±1，其中正（负）号的

取值决定于格点 i 的偶（奇）性。两重周期晶格中的跃迁能 Je (Jo)仍可以由常规积分

方法求得[134]。在本文计算中，上述模型的能量均以跃迁能的平均值 J̄ ≡ (Je + Jo)/2为
单位来衡量，因此能量的单位为 J̄，时间的单位为 ℏ/J̄。

接下来，本文定义对称性能量差 ε = |εi j |。本文将在后续的研究中表明在这个环形
晶格系统中有一个决定涡旋动力学性质的临界值 εc。当 ε = 0时，PSBH回归到常见的

BHH,同时具有 L 重离散旋转对称性；当 ε , 0时，PSBH中引入 Je, Jo，且系统具有

L/2重离散旋转对称性（为简单起见，本文只考虑 L为偶数的情况）。在周期边界条件

下，PSBH的跃迁项和 Su-Schrieffer-Heeger（SSH）模型类似，在这两个模型中，粒子

跃迁能沿格点起伏变化。但是，这两个模型有一个显著的不同之处，这就是：SSH模型

中不包含在同一个格点上两粒子间的相互作用项，也就是上式中 U 所在的那一项。而

PSBH中有这一项，且正是由于这种相互作用导致了粒子间的纠缠。另外，本文研究的

PSBH模型中会涉及到强相互作用的情况，这时系统的动力学将由相互作用项主导。

n重离散旋转对称性算符 Ĉn 的本征值方程是 Ĉn |mn⟩ = ei2πmn/n |mn⟩，其中 mn 是

本征态 |mn⟩ 对应的旋转量子数，也叫做环绕数（winding number）。现在考虑一个六

角环形晶格系统 L = 6。在 t < 0 时刻，对 n = 6 和 ε = 0 的系统快速淬火，那么在

t ≥ 0时，系统将变为 n = 3和 ε , 0。同时如图4.2所示，由于 PSBH具有时间反演对

称性，因此与 ±mn 相对应的本征态为简并态，系统的能量仅依赖 |mn |。在淬火过程之
后，即 t > 0时，原来的 6重旋转对称性被部分破缺，变为 3重旋转对称性，同时其

能量本征态具有对应的 m3 旋转量子数。在群论中
[135] ，三重旋转对称群 C3 是六重旋

转对称群 C6的一个子群，比如，将某个态按照 Ĉ6操作两次相当于将其按照 Ĉ3操作一

次。因此对于某个 Ĉ6 的本征态有 Ĉ3 |i⟩ = Ĉ2
6 |i⟩ = ei2πm6∗2/6 |i⟩。通常，对于 ℓ = 2n，有

Ĉℓ |i⟩ = Ĉ2
n |i⟩ = ei2πmn∗2/n |i⟩。考虑到存在一个 2π的整数倍的任意相位，上式可以改写

为 ei2πmℓ/ℓ = ei2πmn∗2/nei2pπ，其中 p是一个整数。对于六格点系统有 m6 − m3 = 3p。因

此，每一个 m3 都对应着一对有 pπ 相位差的 m6。上述讨论对更多格点的系统依然成
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立，例如 8格点系统的对称性 Ĉ8 可以部分破缺为 Ĉ4，10格点系统的对称性 Ĉ10 可以

部分破缺为 Ĉ5，依此类推即可。
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图 4.2 能级簇和对称性能量差。强相互作用 U/J̄ = 30时，N = 6个粒子在 6重旋转对称环形晶格
中的本征能谱显示其能级在Mott能隙之上呈现为离散的簇状。插入的图片显示在最低的激发态能
级簇中存在一个新的能隙，叫做对称性能量差。它是研究部分对称性破缺环形系统中涡旋动力学
性质的一个重要工具。

超流相和 Mott 绝缘体相是 BHH 模型中两个非常著名的量子相。在介观系统中

类似的两个相也存在于正则系综和巨正则系综中[136,137]，只是此时量子相是由量子

观测量的剧变定义的，而不是由一个奇点定义，例如在量子仿真器实验中就使用上

述概念来定义量子相[108,112–114]。整数填充情况下发生的 BKT 转变临界值范围大致为

(U/J̄)crit ≃ 1/0.305 ≃ 3.28[138,139]。对于 6至 10格点的环形晶格介观系统，量子相变的

临界值范围大致是 (U/J̄)crit ≃ 5至 10，具体取值由本文选取的量子测量所测得的极限

行为来判断。本文定义低于（高于）临界值为弱（强）相互作用。图4.2显示由精确对

角化方法（ED）算得 BHH模型的本征能谱，图中所示的能谱为强相互作用下 6格点

系统中总粒子数为 N = 6 的单位填充的情形，此时存在 Mott 能隙。在同一能级簇中

本征态近乎简并，这种现象叫做能级簇。现在本文考虑 6重旋转对称性经过部分对称

性破缺转变为 3 重旋转对称性的体系，这个过程可以看作是将 L = 6 的 6 格点 BHH

系统中 Ĉ6 算符的某一个本征态与所有与其具有相同 m3 值的态的混合，由群论分析可

知，一个 m3 值对应一对 m6 值，因此参与混合的这些态需包含所这对 m6 值对应的所

有本征态。因此，以 6格点系统为例，在系统随时间演化的过程中有 ε , 0，任何满足
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m3 = +1的 Ĉ3的本征态都将会演化为 m6 = +1,−2态的线性组合态。另外，由有限尺寸

效应所引发的量子递推的时间尺度和本文所探讨的问题无关。为了描述上述部分对称

性破缺问题的时间演化性质，本文需要回溯到其本征能谱，并定义对称性能量差 ∆s 为

∆s = |E(m3=+1,m6=−2) − E(m3=+1,m6=+1) | (4.2)

可以看出，∆s 定义为某一个 m3 值对应的一对最近邻 m6 态的能量差。在更多格点的

系统中也可以作类似的定义。随着系统格点数的增加，在能谱中会有更多类似的对称

性能量差。但通常情况下，能谱中能量最低的对称性能量差足以描述这类离散旋转对

称性的动力学性质，这点和连续旋转对称性中的转晕态（Yrast state）类似[140]。本文

会在研究对称性记忆的时间演化过程以及对称性破缺临界点时进一步阐述这一点。需

要注意的是，对称性能量差 ∆s 的定义与系统的填充数和相互作用强度都无关。对于

格点数较少的系统，比如 N = 6 时对称性能量差就是对称态之间的能隙。如图4.2所

示，在 N = 6, L = 6 系统的能谱中能量最低的两个 m6 = +1 和 m6 = −2 态之间存

在着一个对称性能隙。不过对于格点数较多的系统，比如 N = 12, L = 12 的系统中

∆s(N = 12, L = 12) = |E(m6=+1,m12=−5) − E(m6=+1,m12=+1) |，相应的能量最低的两个对称性态
为 m12 = −5和 m12 = +1，它们之间还存在几个 m12 = +1的态以及其他 m12值的对称性

态，这个时候 ∆s不是能隙，只能称作对称性能量差。因此，本文在定义 ∆s的时候，统

一将其称为对称性能量差。在转晕态中也有类似的情况，在旋转的效应下不同的环绕

数会交叉，但是角动量流形中最低的那些态和它们之间的能量差仍然有明确定义。

系统随时间演化的初态选为环绕数为 +1的涡旋态，即对于 L = 6的系统，选择位

于能谱中低能量段的 m6 = +1激发态。时间演化中旋转对称性算符对时间的平均值为

⟨ψ(t)| Ĉ6 |ψ(t)⟩ = η(t)ei
2π
6 m6(t) (4.3)

如果波函数 |ψ(t)⟩是 Ĉ6的一个本征态，那么上式中 η(t) = 1，且 m6(t)是一个不随时间
变化的常数。由于在对称性能量差定义中，本文选择能谱中能量最低的m6 = +1态为初

态，那么在时间演化的每一个时间点 m6(t)的值只可能为 m6 = +1或 m6 = −2。淬火后

ε , 0，|ψ(t)⟩将保持其原始的 m3值，同时 |ψ(t)⟩会演化为所有对称性满足 m6 = +1,−2

的态的叠加态。在时间演化的每一个时间点 t，|ψ(t)⟩ 的 6 重旋转对称性 m6(t) 对应
的 m6 值是由对称性满足 m6 = +1,−2的瞬时叠加态的投影情况决定的，因此 m6(t)的
值随时间变化。实数 η(t) 的取值在-1 和 +1 之间变化，它反映了波函数 |ψ(t)⟩ 中满足
m6 = +1,−2的两组组分的比例。当 η(t) = 0时，满足 m6 = +1的态和满足 m6 = −2的
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图 4.3 微观、宏观和基于对称性的量子测量。左列：相互作用强度分别为 U/J̄ = 0.001, 3, 30（黑
色、蓝色和红色曲线）时的时间演化。右列：左侧物理量的时间平均值随对称性破缺强度的变化。
其中（a）和（b）图是保真度，（c）和（d）是粒子流。这两个物理量都没有表现出临界现象。图
（e）中由量子投影定义的旋转量子数 m6(t)是一个基于系统对称性的观测量。图（f）显示了在 εc
点出现一个临界现象，即旋转对称性算符 Ĉ6的时间平均值对称性记忆（定义见公式（ 4.4）在对称
性破缺强度 εc 点上剧变。图（f）中另外两条曲线是采用平均场方法计算这一临界现象，其中绿色
曲线代表的弱相互作用情况，且与 BHH模型的结论吻合，而橙色曲线代表的强相互作用情况则无
法重现类似的临界现象。
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态恰好在波函数 |ψ(t)⟩中占据同等比例，此时波函数 |ψ(t)⟩的对称性呈现中性，即这个
瞬时波函数不显示出任何 6重旋转对称性。当然，在数值计算中 η(t)的值不会精确取
到零，由此本文可以定义对称性记忆为

Ms ≡ 1
τ

∫ τ

0 dt m6(t) (4.4)

在 6格点模型中初态被限制为 m6 = +1，只有对称性满足 m6 = +1和 m6 = −2的

态才能参与到 |ψ(t)⟩的时间演化过程中。相应的 m6(t)就在 m6 = +1和 m6 = −2两个值

中选取，因此对称性记忆的取值在 +1和-2之间。对称性记忆是基于对称性的量子观测

量，图 4.3(f)显示了其中的临界现象。与此形成对比的是，图4.3(b)中的微观观测量时

间平均的保真度 f̄ / f (ε = 0) ≡ τ−1
∫ τ

0 dt | ⟨ψ(t)|ψ(0)⟩ |和图 4.3(d)中的宏观观测量时间平

均的粒子流 Ī/I(ε = 0) ≡ ∑L
j=1(1 + εj, j+1)τ−1

∫ τ

0 dt ⟨ψ(t)| i(b̂†
j+1b̂j − b̂†

j b̂j+1) |ψ(t)⟩，两者均
未观测到这一临界现象。在上述定义中，本文默认将晶格常量和 ℏ约化为单位 1。尽管

在图 4.3(e)中弱相互作用情况下 m6(t)的时间演化在某些周期内似乎呈现不规则振荡，
但是对称性记忆作为 m6(t)的时间统计上的平均仍然会在足够长的时间演化 τ 后趋于

稳定。因此，总演化时间 τ的选择必须是图 4.3(a),(c),(e)中所示周期的数百倍，物理上

可以理解为 τ是环形晶格上粒子流周期的数百倍。BECs的典型跃迁频率为千赫兹，因

此 τ的数量级应该为毫秒的数十倍。

4.2.1 对称性破缺强度临界点

图4.3(e) 中 ε = 0.5 时，m6(t) 的时间演化在相互作用较强和较弱的时候结果完全
不同。相互作用强度较强的情况下，在 ε = 0.5时 m6(t)在整个时间演化的过程中始终
保持其初始值 m6(t = 0) = +1，因此在图4.3(f)中其对应的 Ms = 1。反之，在相互作用

强度较弱的情况下，m6(t)在演化的某些时间点无法保持其初始值而跃变为 m6(t) = −2，

因此最终在图4.3(f)中 ε = 0.5点呈现 Ms < 1。另外，根据之前的讨论，本文知道给定

初始值 m6(t = 0) = +1则时间演化过程中只可能出现 m6(t) = +1,−2。图4.3(f)中分别画

出在强相互作用 U/J̄ = 30和弱相互作用 U/J̄ = 3情况下，对称性记忆 Ms 随着对称性

破缺强度 ε的变化。注意到无论是在强相互作用还是弱相互作用的情况下，Ms都会在

某一个特殊的 ε值处突然下降，以至 Ms < 1。事实上，图4.4可以印证，对于不同的相

互作用强度 U/J̄ 都会有类似的现象。本文将相应 ε的临界值称作对称性破缺强度临界

点，并记作 εc。当 ε < εc时，对称性记忆始终保持 Ms = 1；当 ε > εc时，对称性记忆

Ms < 1，这意味着从此系统逐渐失去其初始对称性。图4.3中绿色和橙色的曲线是根据

平均场理论算得的对称性记忆，弱相互作用情况下（绿色曲线）平均场理论得到的对
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图 4.4 临界现象随相互作用强度变化趋势。在相互作用 U/J̄ 较强时，对称性破缺强度临界点 εc
（左轴，红色曲线）与对称性能量差 ∆s/J̄（右轴，黑色曲线）的变化趋势保持一致。图中所示为 6
格点系统中总粒子数为 N = 2, 3, 4, 5的情况。采用微扰论得出的对称性能量差（右轴，蓝色虚线）
有助于理解 εc 和 ∆s/J̄ 随相互作用强度变化呈现上升或下降趋势的机制。伴随着 εc 曲线出现的绿
色区域（左轴）为其数值计算的收敛误差，是通过增加总演化时间至四倍的 τ以及提高 εc 的精确
度得到的。图（a）中插入的是当相互作用强度较弱时采用平均场理论得到和 PSBH理论的结论类
似的临界现象。

称性记忆随对称性破缺强度变化趋势与前述多体理论 PSBH模型一致，均展示出对称

性破缺强度的临界现象，而平均场理论算得的强相互作用情况（橙色曲线）则无法体

现这一临界现象。图4.4(a) 中插入图进一步展示了平均场理论在计算这类现象时受限

于相互作用较弱的情形。

那么上述现象的物理机制是什么呢？如图4.4所示，可以看到图4.2中定义的对称性

能量差与 εc 与相互作用强度的变化趋势一致。这一点表明虽然事实上图4.2中所有能

级簇都参与了系统的动力学演化，但是处于最低能级簇中对称性能量差对演化结果的

贡献最大。要详细解释这一点，本文需要回溯到对称性记忆的时间演化过程中，接下

来仍以 6格点系统为例。首先，本文选择对称性能量差 ∆s 定义中能量较低的本征态作

为时间演化过程的初态。它既是哈密顿量的本征态，同时也是旋转对称算符 Ĉ6 和 Ĉ3

的本征态，分别对应旋转量子数 m6 = +1和 m3 = +1。在系统按照部分对称破缺的哈

密顿量 PSBH做时间演化时，系统波函数 |ψ(t)⟩ 只可能由两类旋转量子数 m6 = +1和

m6 = −2对应的本征态叠加而得。这是因为系统在部分对称性破缺后仍保留了 3重旋转

对称性，因此初态的 3重旋转对称性在时间演化的过程中也应该被保留下来，而这两
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类本征态恰好具有和初态一致的 3重旋转对称性 m3 = +1。对于该系统的波函数来说，

时间演化的过程就是初态波函数在部分对称性破缺的系统中克服能级差演变为多组分

叠加态的过程。在所有旋转量子数满足 m6 = +1和 m6 = −2的本征态中，位于图4.2能

谱中最低能级簇的本征态由于与初态能量差最小，因而最容易融入到波函数 |ψ(t)⟩中。
所以本征能谱中能级最低的本征态 m6 = −2对系统波函数 |ψ(t)⟩ 的对称性性质影响最
大。综和上述讨论，可以得出以下结论：以低能激发态 m6 = +1和 m6 = −2定义的对

称性能量差能够刻画淬火后系统涡旋的大部分动力学性质。这也是由公式4.2定义的对

称性能量差能够有效预测部分对称性破缺临界现象的主要原因。

4.2.2 数值方法及其精确度

这一节讨论本章数值计算涉及到一些实际问题，以及这些问题对精确度的影响。

首先，改变系统的相互作用强度，由公式4.2定义的对称性能量差在能谱中可能会移动

位置，也就是说 ∆s 并不是本征能谱中固定在某两个位置的本征态能量之差，它的最终

位置是要根据系统的具体参数算得本征能谱各个本征态的对称性之后才能确定。这一

点要特别注意。考虑到这个因素，本文在前文类似图4.4的计算中均确认过对称性能量

差的具体位置。其物理机制是角动量不同流形之间的交叉与相互作用强度有关。

其次，本文讨论数值模拟的过程中遇到的一些问题。总演化时间的长短和对称性

破缺强度 ε 会影响图4.3、图4.4和图4.6中曲线的精确度。若演化时间足够长则可以保

证系统已经完成了淬火后的过渡期，同时还可以保证对称性记忆做时间平均时有足够

的样本来统计系统的总对称性。通常系统的格点数越多、系统中总粒子数越大，则系

统的希尔伯特空间越大，其需要总演化时间越长。总之，总演化时间大约是环形晶格

上粒子流周期的数百倍。而 εc 的精确度直接和总演化时间相关。为了估测这个效应，

本文延长总演化时间 τ至原来的四倍，并将最终的收敛误差以绿色区域标注在图4.4和

图4.6的曲线上。

在本章的讨论中，所有的数值计算均采用精确对角化。因为在经历量子淬火较长

一段时间后，基于张量网络的近似方法会失效[112,117]，这是非平衡量子仿真器中一个众

所周知的强有力的论据。此外，对势阱的淬火会引发格点上粒子数的巨大涨落以及引

入量子纠缠。因此，张量网络中纠缠的常规近似方法会在时间演化过程中失效，尤其

是会使约化密度矩阵的模激增[141,142]。通常就量子淬火而言，尽管张量网络方法在满足

面积定律的 ε ≪ ϵc 范围内有效，但为了找到对称性破缺的临界点，研究者需要在满足

体积定律的 ε ≳ ϵc 区域探索。综上所述，在本章节的讨论的问题中张量网络失效。本

文避开张量网络的初衷和多体局域化问题有类似的理由，在多体局域化问题中从体积

定律（热化（thermalizing），弱相互作用）转换到面积定律（无热化（non-thermalizing），
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图 4.5 临界对称性破缺强度的截断测试。（a）截断系统中的临界对称性破缺强度 εc 及其（b）相
对误差，∆εc/εc。其中 ∆εc是截断系统与未截断系统中 εc的绝对偏差。图中未截断的系统为 L = 8,
N = 4，其中每个格点允许同时容纳的最大粒子数为 nmax

i = 4。系统的相互作用强度 U/J̄ 从弱相
互作用增强至强相互作用，可以观察到强相互作用下 εc 的误差明显减少。其中误差最大的例子是
nmax
i = 2的情况，由截断带来的相对误差最大值大约为 20%至 30%。这一误差会随着每个格点允
许同时容纳的最大粒子数上升至 3个以上时大大减小。

强相互作用，多体局域化）张量网络并不是寻找临界相互作用强度的有效方法。最后，

精确对角化可以得到完整的本征能谱并定位对称性能量差，而张量网络并不能有效处

理激发态能级的相关问题。

因此本章节的研究受限于精确对角化方法，不过本章依然引入了另一类近似方法

辅助讨论，那就是对单格点的希尔伯特空间的维度做截断。这种方法对于模拟较大规

模的系统很有必要，因为如果不做截断，系统的希尔伯特空间将变得非常大，具体可

以通过
(L+N−1

N

)
算得。现在以图4.5所示的 4个粒子分布在 8个格点上的系统为例作为

截断近似测试。在强相互作用区域内，截断近似的误差低于 1%，可以认为非常有效。

在截断近似运用效果比较糟糕的情况如图4.5(b)中 nmax
i = 2以及弱相互作用的例子中，

临界对称性破缺强度的相对误差达到了 20%至 30%。这是因为满足 nmax
i = N 的 Fock

态在时间演化过程中的参与比重不容忽视。尽管如此，nmax
i = 2的截断近似得到的结论

对于本文讨论更大规模的系统依然有效。还要注意到格点数 L 越少的系统中粒子数涨

落越大，本文以格点数为 L = 8的系统为例展示截断近似对格点数增加至 L = 18的系

统可能出现的最不理想的结果。

4.2.3 简并微扰

在之前的讨论中，可以发现对于 L = 6的系统以及图4.6中格点数更多的系统，其

临界对称性破缺强度在强相互作用区间会呈现两类趋势，即或为 (i) 上涨至某一非零

值，或 (ii)下降至趋于零，系统呈现哪类趋势似乎和粒子总数 N 有关联。接下来本文

展示一个简单的二阶简并微扰计算来分析为何会出现这两类趋势。以 6格点系统为例，
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图 4.6 临界对称性破缺的介观延伸。临界对称性破缺强度 εc 随着相互作用强度 U/J̄ 的变化趋势。
图中所示为粒子数 N = 2, 3, 4, 5和格点数 L = 6, 8, 10（分别为红色、蓝色、黑色曲线）的系统。尽
管精确对角化可以计算系统规模有限，这些结果已经足够支撑进一步的推断，那就是临界现象在
此类对称性破缺的系统中是普适的，甚至有助于猜测热力学极限时是否会有类似临界现象。图中
还显示临界对称性破缺在强相互作用时与图4.4中结果类似的两类典型趋势。图中绿色区域代表收
敛误差，计算方法与图4.4中相同。

51



北京大学博士研究生学位论文

假定淬火发生前 PSBH中的跃迁项为微扰，对公式4.2定义的对称性能量差 ∆s 作简并

微扰计算。∆s 定义在系统未经淬火的本征能谱中，此时 PSBH蜕化为常见的 BHH，即

Ĥ = U
2
∑L

i=1 n̂i(n̂i − 1) − J̄
∑

⟨i, j ⟩(b̂†
i b̂j + b̂†

j b̂i)。以 J̄ 所在的跃迁项为微扰，则近似到二阶

J̄2有 ∆s ≃ a(N)U + b(N)J̄ + c(N)J̄2/U。其中 a(N)U 是零阶微扰项，由不含跃迁项仅含
相互作用 U项的 BHH算得。b(N)J̄是一阶微扰项，根据微扰论这一项是由跃迁项决定
的。c(N)J̄2/U 是二阶微扰项，其能量以 J̄2/U 为单位来度量。接下来，为了与前文保
持一致，本节重新将能量以 J̄ 度量，得到 ∆s/J̄ ≃ a(N)U/J̄ + b(N) + c(N)J̄/U。

由于 ∆s 定义中的上层和下层的本征态在零阶微扰时简并在同一个能级簇中（参

考图4.2），对于任何粒子数为 N 的系统均有零阶微扰项 a(N) = 0。接下来仍以 6

格点系统为例，对于 N = 2 至 12 可以得到 b(N) = 0, 1, 0, 2, 1.58, 4, 0, 2, 0, 4, 2.97 和

c(N) = 8/3,−2, 8/3, 0, 3.15, 0, 8/3,−2, 8/3, 0, 6.78，此处将结果保留至小数点后两位。对

于 N = 2, 4, 8, 10，b(N) = 0。在这些粒子数对应的系统中，决定对称性能量差的两个

本征态在一阶微扰计算后仍然保持简并，此时则必须依赖二阶微扰来解开简并，因而

c(N)称为影响 ∆s变化趋势的主导因子。与此相反的是 N = 3, 5, 6, 7, 9, 11, 12的系统，其

中 b(N) , 0，这意味着一阶微扰能够将两个态的简并打开。然而本文还是要对所有的

例子都计算至二阶微扰项，此时可以发现其中 N = 5, 7, 11的系统二阶微扰项系数 c(N)
为零。最后，N = 1的情况不在微扰论的讨论范围内，因为此时 PSBH中相互作用项为

零，无法应用微扰论。计算至二阶微扰项已经足以描述强相互作用极限下临界点的趋

势，同时微扰论也验证了之前的数值模拟的结果。对于图4.4(b)和 (d)中的 (i)类趋势，

非零一阶微扰项系数 b(N)主导 ∆s 的变化趋势，引发上升趋势。反之，b(N) = 0对应

图4.4(a)和 (c)中的 (ii)类趋势，此时 ∆s 由二阶微扰项系数 c(N)主导，产生下降趋势。

需要注意的是 b(N) = 0或者 c(N) = 0并不是源于总粒子数 N 的奇偶效应，而是

由系统的粒子填充情况决定，后者改变了系统本征能谱中本征态之间的简并情况。在

6格点系统中，N = 9对应的本征能谱与 N = 3类似，同理 N = 2, 4, 8, 10情况下的本征

谱相似。N = 6时是单位填充，是一个特殊情况。微扰论中 b(N)和 c(N)的值也印证了
上述结论。

4.2.4 平均场理论

为弄清楚平均场理论是否也能得到上述临界对称性破缺现象，本节将以图4.3(f)和

图4.4(a)中所示的 6格点系统为例探讨平均场模拟。玻色-哈伯德模型的平均场近似，也

就是一维晶格中的离散非线性薛定谔方程（DNLS），表达为
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iℏ Ûψi = −J(ψi+1 + ψi−1) + gN |ψi |2ψi . (4.5)

其中相较于标准的 BHH，平均场 g*N项对应于 BHH中相互作用 U项。平均场中的标

量波函数 ψ(t)归一化为 1。假设多体波函数可以写作一系列 Glauber相干态的乘积，即

⟨b̂†
i b̂i b̂i⟩ = ψ∗

i ψiψi，其中 ψi ≡ ⟨b̂i⟩。然后在海森堡表象下将场算符 b̂i 按照 BHH做时间

演化可以得到上述 DNLS。为了描述离散 6格点环形晶格系统，本文采用极坐标将系

统改写为一维模型。通过旋转 DNLS的基态得到具有不同旋转量子数的态，还可以利

用这一点来探测某个态中包含的各个旋转态的组分。DNLS中的对称性记忆的定义和

PSBH中公式4.4一致。在图4.3(f)中，本文采用平均场方法做时间演化分别得到了弱相

互作用和强相互作用时的对称性记忆，并以绿色和橙色曲线画出。在图中，本文可以

清楚的看到对于弱相互作用区域平均场理论可以重现类似的临界现象，然而在强相互

作用区域，平均场方法的结果大大偏离了多体 BHH模型的结论。因此本章得到的结论

虽然看似与平均场效应密不可分，实则并非平均场所独有，而是延伸至强相互作用区

域，且并不局限于 Glauber相干态的假设或是具有某相位的单粒子模。

4.2.5 部分对称性破缺与分数或单位填充Mott-超流转变的区别
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图 4.7 部分对称性破缺系统哈密顿量随对称性破缺强度 ϵ 的变化趋势。图中曲线为强相互作用
U/J̄ = 30时 6格点系统中基态（红色曲线）和第一级能级簇中所有的激发态（黑色曲线）。图中对
称性能量差和Mott能隙定义在 ϵ = 0时。本文追踪两者随 ϵ 由 0至 1变化时的演化情况。（a）强相
互作用下粒子数 N = 6单位填充的系统中，对称性能量差（纵轴紫色条形区域）在能谱中的位置远
远高于Mott能隙（纵轴蓝色条形区域）。（b）强相互作用下粒子数 N = 3分数填充的系统中，对称
性能量差在能谱中的位置始终高于分数Mott能隙。Mott能隙与基态密切相关，因此定义在激发态
中的对称性能量差是与Mott能隙完全不同的概念。

在强相互作用玻色-哈伯德模型中，粒子数单位填充时会出现如图4.7(a) 所示的
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Mott相和 Mott能隙。在跃迁项经历部分对称性破缺后，系统变成了玻色-哈伯德超晶

格。对基态相图[130] 的进一步研究表明，分数填充 Mott 绝缘体相会出现在超晶格中。

在本章研究部分对称性破缺的情况中，同样也会有分数填充Mott绝缘体相。在前面章

节中，本文引入了对称性能量差 ∆s来描述临界对称性破缺现象并选择对称性能量差定

义中较低的本征态作为时间演化的初态，它是图4.2中本征能谱的一个低能激发态。相

比之下，超流相、Mott相和分数填充Mott相均与系统的基态有关，且它们和第一能级

簇中的激发态以及其中的能隙没有任何关联。正如图4.7中纵轴的紫色和蓝色条形区所

示，对称性能量差与整数和分数Mott能隙在能谱中处于完全不同的位置。另外，由于

图4.7中所示的系统希尔伯特空间的维度并不大，其中的对称性能量差蜕化为对称性能

隙。

由于系统波函数是在部分对称性破缺的哈密顿量 PSBH下做时间演化，因此对于

淬火后的 6 格点系统，波函数的演化为所有具有与初态相同 m3 旋转量子数的态的叠

加态。一般来说，系统基态所对应的 Ĉ3对称性与所选初态并不相同，因此基态永远不

会参与到波函数的时间演化过程中，这一点再次证明了无论是整数还是分数Mott能隙

都与系统的演化动力学无关。图4.7中能量本征谱展示了选定的初态即具有特定 Ĉ3 对

称性最低能级激发态与系统基态之间的能量差。从图中可以看出，与对称性相关的现

象所涉及的态在能谱中始终高于基态，也就是说这些现象不会受 Mott绝缘体-超流转

变的影响。总之，本章研究的对称性破缺和分数填充的 Mott相无关，也和 Mott绝缘

体-超流转变完全不同。

4.2.6 有限尺度标度

到目前为止，本文的研究内容大部分集中在 L = 6的例子上。尽管如章节4.2.2中

所述，本文的数值模拟法受限于精确对角化方法，但采用对局域希尔伯特空间做截断

近似可以将计算范围扩大，以便计算更大尺度的系统。截断近似的核心是设定单个格

点能同时容纳的粒子数上限，记为 nmax
i 。图4.8中仅列出 N = 5, L = 8和 N = 8, L = 8两

个系统为例来说明截断近似对对称性现象的影响。图中两个系统的结果均显示在强相

互作用下对称性能量差 ∆s（红色曲线）几乎不随 nmax
i 变化，而是保持某一常量，这说

明了强相互作用情况下截断近似的效应可以忽略不计。然而，与图4.5中结论类似的是，

在弱相互作用下（蓝色曲线）当 nmax
i 较小时 ∆s 变化显著。不过，与 nmax

i 取最大值时

的 ∆s 值对比，∆s 值的浮动成都约为几个百分比，仍在有限尺度标度的可接受范围内。

采用截断近似后，本文便可以继续用精确对角化方法求解更大尺度的系统。图4.9中

所有例子均设定 nmax
i = 2。粒子数密度 N/L 是平均每个格点上的粒子数量。图4.9中

N/L 分别为 1/4, 1/3, 1/2, 1。∆s 的在强或弱相互作用下的变化趋势在这四种不同的粒
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图 4.8 对称性能量差的截断近似测试。（a）N = 8, L = 8和（b）N = 5, L = 8系统中单格点局域
希尔伯特空间做截断近似后的对称性能量差 ∆s/J̄，对应截断程度分别为（a）nmax

i = 2, 3, 4, 5和（b）
nmax
i = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8。在强相互作用区域（红色曲线），∆s 几乎不随 nmax

i 变化。在弱相互作用区域
（蓝色曲线），∆s 随 nmax

i 的变化有小幅度变动。

子填充情况中保持一致，具有一定的规律。∆s 似乎呈现出两种不同的趋势，对其深层

次的理解尚不清楚。但是依据图4.9所示，可以确信对于格点数多至 20的系统，对称

性能量差 ∆s 仍然非常大，这个结论至少对于 N/L = 1/3, 1 的情况来说是正确的。这
意味着在具有几十个格点的较大尺度的系统中仍然可以发现类似的对称性破缺临界现

象。需要注意的是，对于尺度较大的系统，能谱中具有 mn = +1的态以及具有其他旋

转量子数的态都可能会出现在 ∆s 中，这些态将会作为时间演化过程中的内部噪声源，

干扰数值计算的结果。对这一点该如何做修正仍有待研究。图4.9（c）（d）中的误差条

取 nmax
i = 3和 nmax

i = 2中 ∆s 的相对误差，虽然本文目前展示的粒子中系统尺度 L和总

粒子数 N 仍然不够大，但是观察这些曲线的趋势也足以说明截断近似引入的误差非常

小。事实上，当相互作用强度很强时（红色曲线），这点误差会非显得非常小，图中有

些误差条的长度甚至比数据点还要小，因此这些误差可以忽略不计。而当相互作用强

度比较弱时（蓝色曲线），相对误差也不超过 1%。

4.3 本章小结

总之，本章研究了环形晶格中玻色子涡旋态的非平衡动力学。淬火后系统变为部

分对称性破缺的晶格，经过时间演化后本章发现了一种临界现象，它由离散晶格系统

中不同旋转量子数的投影所决定的。如果部分对称性破缺的强度在临界值之下，则在

相当长的一段时间内系统能够保持其初始环绕数。一旦部分对称性破缺强度超过临界

值，则系统有时会失去其对初态对称性的记忆，导致这种记忆逐渐缺失。对称性记忆
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图 4.9 对称性能量差的有限尺度标度分析。粒子数密度 N/M固定为（a）1/4，（b）1/3，（c）1/2，（d）
1的系统随格点数 L 的增加的变化趋势。按照图4.8中截断近似的方法对所有系统取截断 nmax

i = 2。
红色曲线代表强相互作用 U/J̄ = 30的例子，蓝色曲线代表弱相互作用 U/J̄ = 3的例子。同时对强
和弱相互作用情况下 L=6, 8, 10中（c）半填充和（d）单位填充的画出误差条可以看出截断误差非
常小。对于尺度增至 20个格点的系统，其对称性能量差依然较大，由此可以推断至少在介观体系
此类由对称性破缺引发的临界现象依然存在。

也可以说是上述投影的时间平均。它与定义在能谱中最低能级簇的激发态中的对称性

能量差的变化趋势保持一致。本章采用精确对角化的数值模拟研究可以做为量子仿真

器实验中探究对称性相关的新奇现象的早期探索。

这里仍然有一个重要的遗留问题，那就是本章对这些小系统的研究结果是否能够

推广至诸如量子仿真器实验之类的较大系统中呢？首先，图4.6显示了比 6 格点系统

大一些的系统中也会有类似的对称性破缺临界现象，且其变化趋势也呈现类似的两

种典型趋势。因此，依据图4.9中所示的结果，可以推断出系统尺度大至 20个格点的

环形晶格中也会有对称性破缺的临界点，超过这个临界点系统就会丧失对其初态对称
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性的记忆。其次，本章对 6 格点系统所做的研究可以作为蜂巢晶格的一个最简研究

单元。这些结论有助于研究涡旋态在晶格中的分布以及 A-B 子格子对称性破缺对其

影响。这类双周期晶格之前是被应用在方形晶格的 C-NOT 门中[143]。本章对 6 至 20

个格子的介观环形晶格系统的研究结果为较大系统中类似的部分对称性破缺过程提

供了研究基础。需要注意的是，如果将本章的研究结果扩展至蜂巢晶格中一定要引入

额外的动力学，因为蜂巢晶格中六角单元之间存在耦合以及交叠等复杂的关联。通常

Berzinskii-Kosterlitz-Thouless（BKT）相变是由于锁定了涡旋-反涡旋对而引起的“有限

序”的相变。如果将对称性破缺与 BKT相变结合也将会是一个非常有趣的课题。部分

对称性破缺从石墨烯的角度说就是引入 A-B子格子能隙，它可以在适当的条件下阻断

BKT相变。通常在弱相互作用情况下，对没有任何涡旋态的凝聚体使用干涉等标准手

段，其分布是干涉图案的一列分叉[131]。量子显微术也许可以用于近距离测量[132] 蜂巢

晶格中六角单元的环绕数[133]，尤其针对是强相互作用的情况。依据与淬火后部分对称

性破缺系统相关的体积定律，这类研究展示了一个全新的具有量子霸权的量子动力学

实验[144]，也就是说量子模拟不能应用于经典计算机中，但可以完美的应用于量子仿真

器实验中。
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总结与展望

总结与展望

本论文主要研究玻色-爱因斯坦凝聚体在两个特定系统中的动力学演化过程，涉及

到单阱宏观量子隧穿和环形晶格的部分对称性破缺。第一章和第二章分别针对这两个

系统介绍相关背景知识和后文中使用的理论方法。

论文第一章首先介绍了一个简单的量子隧穿系统——一维方势垒贯穿。然后介绍

计算量子隧穿问题的 JWKB半经典近似。最后针对量子隧穿问题，本文按照统计性质、

相互作用、束缚势阱和系统维度等四个方面进行分类讨论，这个总结也可以为宏观量

子隧穿领域提供研究方向。

论文第二章主要介绍玻色-爱因斯坦凝聚体及计算超冷玻色原子气的几个理论方

法。第二章首先从量子统计的角度介绍玻色-爱因斯坦凝聚现象。随后作为后续内容的

铺垫，本文介绍一种常用的束缚势阱——光晶格，及其产生机制。然后，本文提供两

种思路来推导平均场理论中的 Gross-Pitaevskii方程。随后，本文利用紧束缚近似在万

尼尔表象下推导出玻色-哈伯德模型。二次量子化形式的玻色-哈伯德模型可以描述晶

格中有相互作用但无自旋的玻色系统。将玻色-哈伯德模型推广至扩展玻色-哈伯德模

型可以描述由高阶项引发的物理现象。最后，本文简单对比了几种用以计算玻色-哈伯

德模型的数值方法。

论文的第三章和第四章是本论文的主要部分。论文第三章主要研究玻色-爱因斯

坦凝聚体在单阱中的宏观量子隧穿。本文首先介绍实验过程及其主要结果。实验中观

察到束缚在势阱内的粒子数呈现非指数衰减趋势。针对这一发现，本文采用修正后的

JWKB模型来计算隧穿实验的动力学演化，最终得到的粒子数衰减趋势、衰减率和化

学势等物理量与实验结果符合良好。修正 JWKB模型的主要思路是将势能项更换为由

平均场效应引发的等效势。等效势中包含粒子间的相互作用，正是相互作用影响粒子

数的衰减过程，产生非指数衰减趋势。

论文的第四章主要研究超冷玻色子在发生部分对称性破缺的环形晶格中的非平衡

动力学演化过程。本文首先介绍环形晶格发生部分对称性破缺前后对应的理论模型，

即玻色-哈伯德模型中的跃迁项由均一模式转变位双重周期模式。随后，本文定义对称

性能量差和对称性记忆，这两者都是基于系统对称性定义的观测量。通过观察对称性

记忆随部分对称性破缺强度的变化趋势，本文发现存在对称性破缺强度临界点。当对

称性破缺强度大于临界点时，系统会失去对其初态对称性的记忆。当相互作用较强时，

临界点与对称性能量差的趋势保持一致。然后，本文采用简并微扰论计算对称性能量

差，并解释其变化趋势。随后，本文将平均场理论计算的结果与玻色-哈伯德模型的结
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果对比。最后，通过研究有限尺度标度问题，本文指出较大系统发生部分对称性破缺

后，系统中同样存在此类临界现象。第四章的研究内容可以为诸如石墨烯和量子模拟

器等较大系统提供研究思路。
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